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ПРОЕКТИРОВАНИЕ И КОНСТРУКЦИЯ СУДОВ 

DESIGN AND CONSTRUCTION OF SHIPS 

Научная статья 
УДК 629.124  
DOI: https://doi.org/10.37220/MIT.2025.70.4.069 

Определение приведенной толщины ледяного покрова  
в процессе движения судна 

Грамузов Е.М.1 terkor54@mail.ru, Калинина Н.В.1 nvk5133@mail.ru,  
Куркин А.А.1 aakurkin@nntu.ru  

1Нижегородский государственный технический университет им. Р.Е. Алексеева 

Аннотация. Физико-механические свойства сплошного ледяного покрова акваторий являются объектом 
внимания при эксплуатации судов активного ледового плавания. Ледяной покров представляет собой 
серьезное препятствие для судоходства. Изучение физико-механических свойств льда способствует 
безопасной и эффективной эксплуатации судов во льдах. Основное назначение ледокола - разрушение 
ледяного покрова для прокладывания судоходного канала. Характеристикой каждого ледокола является 
предельная толщина сплошного ровного льда, которую может преодолеть судно, двигаясь с минимально 
устойчивой скоростью при работе главной энергетической установки на полную мощность. С позиций 
сопротивляемости ледяного покрова движению судов на первый план выступают следующие физико–
механические свойства льда: толщина, плотность, соленость, температура, заснеженность, коэффициент 
трения пары корпус – лед, константы упругости и прочности, разрушенность, вызванные морфологией 
образования и нарастания ледяного покрова. В задачах ледопроходимости для однозначности решений 
ледяной покров идеализируется. Физико-механические характеристики усредняются по толщине, а толщина 
льда считается постоянной. Для целей проектирования и эксплуатации судов активного ледового плавания 
сформулировано понятие приведенной толщины ледяного покрова, как толщины расчетного льда, имеющего 
равную сопротивляемость движению, определяемую скоростью хода. Показано как определить приведенную 
толщину сплошного ледяного покрова во время движения судна с определенной скоростью. Знание толщины 
льда важно для безопасной и эффективной эксплуатации ледоколов и обеспечит уверенное передвижение 
ледокола даже в сложных климатических условиях. 
Ключевые слова: ледокол, ледяной покров, физико-механические свойства льда, диаграмма 
ледопроходимости, условия эксплуатации, приведенная толщина льда. 
Для цитирования: Грамузов Е.М., Калинина Н.В., Куркин А.А. Определение приведенной толщины ледяного 
покрова в процессе движения судна, Морские интеллектуальные технологии. 2025. № 4 часть 2, С. 10—14.  
DOI: 10.37220/MIT.2025.70.4.069 

Original article 
DOI: https://doi.org/10.37220/MIT.2025.70.4.069 

Determination of the average thickness of ice cover thickness  
during the of ship movement 

Eugene M. Gramuzov1 terkor54@mail.ru, Nadezhda V. Kalinina1 nvk5133@mail.ru,  
Andrey А. Kurkin1 aakurkin@nntu.ru 

1Nizhny Novgorod State Technical University, named after R.E. Alekseev 

Abstract. The physical and mechanical properties of the continuous ice cover of the water areas are the object of 
attention during the operation of active ice navigation vessels. The ice cover is a serious obstacle to navigation. The 
study of the physico-mechanical properties of ice contributes to the safe and efficient operation of ships in the ice.  The 
main purpose of the icebreaker is the destruction of the ice cover for  creating of a shipping channel. The characteristic 
of each icebreaker is the maximum thickness of solid, level ice that the ship can overcome, moving at a minimum 
steady speed when the main power plant is operating at full capacity. From the standpoint of the resistance of the ice 
sheet to ship movement, the following physical and mechanical properties of ice come to the fore: thickness, density, 
salinity, temperature, snow cover, coefficient of friction of the hull–ice pair, constants of elasticity and strength, 
destruction caused by the morphology of the formation and growth of the ice sheet. The ice cover is idealized for solving 
problems of ice propulsion. The physical and mechanical characteristics are averaged over the thickness, and the 
thickness of the ice is considered constant. For the purposes of designing and operating active ice navigation vessels, 
the concept of reduced ice cover thickness is formulated as the thickness of the calculated ice having equal resistance 
to movement, determined by the speed of travel. The determination of the average thickness of the continuous ice 
cover during the movement of the ship at a certain speed is shown.  Knowing the thickness of the ice is important for 
the safe and efficient operation of icebreakers and will ensure confident movement of the icebreaker even in difficult 
climatic conditions. 

 
© Грамузов Е.М., Калинина Н.В., Куркин А.А. 2025 



Морские интеллектуальные технологии/Marine intellectual technologies    № 4 часть 2 2025 / № 4 part 2, 2025 

11 
 

Keywords: icebreaker, ice cover, physical and mechanical properties of ice, ice propulsion diagram, operating 
conditions, average ice thickness.  
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Введение 

Физико-механические свойства (ФМС) сплошного 
ледяного покрова акваторий являются объектом 
внимания гляциологов, ледотехников, 
судоводителей и проектантов судов активного 
ледового плавания [1, 2, 7]. Ледяной покров 
представляет собой серьезное препятствие для 
судоходства, особенно в полярных регионах. 
Изучение физико-механических свойств льда 
способствует безопасной и эффективной 
эксплуатации судов во льдах.  

Основное назначение ледокола - разрушение 
ледяного покрова для прокладывания судоходного 
канала. Предельную ледопроходимость 
характеризуют толщиной сплошного ровного льда, 
которую может преодолеть судно, двигаясь с 
минимально устойчивой скоростью (около 1,0 узла) 
при работе главной энергетической установки на 
полную мощность. 

1. Приведенная толщина сплошного ледяного 
покрова 

С позиций сопротивляемости ледяного покрова 
движению судов на первый план выступают 
следующие ФМС [3, 4, 5, 6]: толщина, плотность, 
соленость, температура, заснеженность, 
коэффициент трения пары корпус судна – лед, 
константы упругости и прочности, разрушенность, 
вызванные морфологией образования и нарастания 
ледяного покрова. Плавающая ледяная пластина 
имеет ортотропную структуру и отклонение от 
плоских верхней и нижней поверхностей. В задачах 
ледопроходимости для однозначности решений 
ледяной покров идеализируется. Различают лишь 
пресные и морские льды, весенние льды различной 
разрушенности. Физико-механические 
характеристики усредняются по толщине, а толщина 
льда считается постоянной. Набор ФМС в моделях 
расчета ледового сопротивления сводится к 
следующим характеристикам: осредненные толщина 
h, плотность ρ, соленость, коэффициент трения 
корпуса судна о лед f, модуль нормальной упругости 
E, модуль сдвига G, коэффициент Пуассона μ и 
прочностные константы. К последним факторам 
относят предел прочности на изгиб σи, а в более 
поздних моделях работу разрушения AZ и проломную 
нагрузку Zmax [9]. Перечисленные величины можно 
задавать при использовании расчетных методов, 
однако технически невозможно синхронно их 
контролировать в процессе движения судна. На 
сопротивляемость ледяного покрова влияют 
разрушенность, заснеженность, сжатие, 
торосистость, сезонная изменчивость, облипание 
корпуса [5]. Анализ расчетных методов, натурных и 
модельных испытаний показывает, что толщина 
ледяного покрова является первостепенным по силе 
фактором по сравнению с прочими ФМС. Поэтому 
вводится понятие приведенной толщины льда в 
отношении сопротивляемости движению судна.  

В техническом задании (ТЗ) на проектирование 
ледокола [7] задают ФМС и предельную толщину 
сплошного льда, преодолеваемую ледоколом с 
минимальной устойчивой скоростью. Ледовая 
ходкость характеризуется диаграммой 
ледопроходимости – зависимостью скорости хода от 
толщины ровного сплошного льда. В процессе 
проведения теоретических и экспериментальных 
(модельных) исследований, строят кривые 
ледопроходимости, которые позволяют определять 
приведенную толщину льда в процессе движения 
судна в конкретных ледовых условиях эксплуатации. 
Рассмотрим данную технологию более подробно.  

Следует определить термин приведенная 
толщина льда. Прежде всего, надо договориться о 
ФМС, заснеженности и разрушенности стандартного 
ровного сплошного ледяного покрова. Обычно это 
зимний бесснежный лед, имеющий нулевую (баллы) 
разрушенность, с осредненными ФМС. Весенний, 
обработанный солнечной радиацией ледяной 
покров, характеризуется разрушенностью от 0 до 5 
баллов. С ростом разрушенности снижается 
сопротивляемость ледяного покрова движению 
ледокола [5]. Заснеженность льда, характеризуемая 
толщиной, плотностью и влажностью снежного 
покрова, увеличивает сопротивляемость движению 
судна [8]. Под приведенной толщиной льда следует 
понимать толщину ледяного покрова, имеющего 
сопротивляемость такую же, как у стандартного 
ровного сплошного льда. Смысл такого подхода 
заключается в удобстве построения и использования 
расчетных методов ледовой ходкости и при 
эксплуатации судна во льдах. Особо этот вопрос 
возникает при проведении ледовых сдаточных 
испытаниях. Сопоставление прогнозов ледовой 
ходкости, полученных в модельных экспериментах и 
расчетах при проведении проектных работ с 
натурными испытаниями крайне затруднительно. 
Это обусловлено невозможностью встретить в 
природе лед с заданными в ТЗ параметрами. 
Определение приведенной толщины ледяного 
покрова в процессе натурного эксперимента 
позволит преодолеть данное противоречие. 

Наличие на льду снежного покрова увеличивает 
сопротивление ледокола. Для удобства дальнейших 
рассуждений и выкладок в формуле для расчета 
чистого ледового сопротивления [5] толщину льда 
следует заменить на приведенную толщину ледяного 
поля (трассы) hпр, а толщину снежного покрова 
считать равной нулю. Тогда приведенную толщину 
ледяного поля можно вычислять по формуле [8]: 

ℎпр = ℎ + 𝑘 ℎсн,            (1) 

где h – фактическая толщина льда; hсн – толщина 
снега на поверхности льда; k – коэффициент 
приведения толщины снега к толщине льда. 
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2. Ходкость ледокола в сплошном  
ледяном поле 

Расчетные модели сопротивления ледокола в 
сплошном льду при постоянной скорости движения 
(установившемся движении) на прямом курсе 
исследовались различными авторами [5]. 

В целях настоящего исследования применим 
последнюю из предложенных моделей, наиболее 
полно учитывающую толщину и ФМС ледяного 
покрова, форму корпуса и главные размерения 
ледокола, скорость хода [9].  

В качестве примера для ледокола проекта 1105 
(ширина корпуса 16,0 м, мощность 4650 кВт) на  
рис. 1 приведены кривые чистого ледового 
сопротивления при движении в ровном сплошном 
бесснежном ледяном поле. Лед не ослаблен 
солнечной радиацией (разрушенность 0 баллов) при 
отрицательных температурах воздуха. ФМС льда 
приняты среднестатистическими: плотность ρ=0,92 

т/м3, модуль Юнга E=5106 кПа, коэффициент 

Пуассона =0,33, коэффициент трения льда о корпус 
судна f = 0,15. При проектировании ФМС могут быть 
принятыми иными в зависимости от района плавания 
[7]. 

Невозможность прямого измерения 
сопротивления R и тяги винтов в значительной 
степени ухудшает качество натурных данных. 
Причем в настоящее время вопрос о влиянии льда на 
тягу ледокола остается открытым. 

Поэтому тяга на гаке 𝑃г, приравниваемая к 
чистому ледовому сопротивлению R, определяется 
расчетным путем с использованием рекомендаций 
[4] также как для свободной воды: 

𝑃г = 𝑃ш [1 − 0,4 (
𝑣

𝑣0
) − 0,6 (

𝑣

𝑣0
)

2
],             (2) 

где Pш - тяга ледокола на швартовых, кН;  v – скорость 
ледокола в текущий момент времени, м/с; v0 - 
скорость движения на чистой воде при заданной 
мощности, м/с.  

На зависимости сопротивления от скорости 
движения и толщины ледяного покрова (рис. 1) 
наложена кривая тяги на гаке 𝑃г = f(𝑣) ледокола 

проекта 1105 при работе энергетической установки 
на полную мощность. 

При установившемся движении тяга на гаке PГ 
равна чистому ледовому сопротивлению R. Это 
соответствует точкам пересечения кривых PГ и R на 
рис. 1, по которым строится диаграмма 
ледопроходимости, представляющая собой 
зависимость  скорости движения судна от толщины 
льда v=f(h) (рис. 2). 

 

Рис. 2. Диаграмма ледопроходимости ледокола пр. 
1105 

 

Рис. 3. Определение приведенной толщины ледяного 
покрова в зависимости от скорости движения 

ледокола пр. 1105 

 

 

Рис. 1. Чистое ледовое сопротивление и тяга на гаке ледокола проекта 1105  
при работе ЭУ на полную мощность 
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3. Определение приведенной толщины ледяного 
покрова при движении ледокола 

В реальных условиях эксплуатации судов 
бесснежный ледяной покров крайне редко 
встречается. Поэтому приведенная толщина 
ледяного поля отличается от стандартной толщины 
льда в большую или меньшую сторону.  

Ледокол разрушает (ломает) ледяной покров 
изгибом за счет приложенного к кромке 
вертикального усилия. Разрушенность влияет на 
сопротивляемость ледяного покрова разрушению 
изгибом, смятию кромки, увеличивает скорость хода 
и уменьшает приведенную толщину льда. 
Заснеженность влияет на плавучесть обломков льда, 
снижает скорость хода и увеличивает приведенную 
толщину ледяного поля. При наличии снега на льду 
рассчитанная приведённая толщина льда возрастает 

по сравнению с не заснеженным льдом в 1,131,34 
раза [8]. 

К увеличению приведенной толщины приводят 
также сжатие, торосистость, и облипание корпуса. 
Сразу следует заметить, что значение приведенной 
толщины льда hпр для судоводителей важнее знания 
раздельных толщин льда h, снега hсн, и прочих 
характеристик ледяного покрова, так как однозначно 
характеризует влияние сопротивляемости льда на 
ледовую ходкость. 

Если колебания ФМС ледяного покрова, которые 
нереально определить с борта ледокола, по 
аналогии отнести к определению приведенной 
толщины льда, то наиболее существенной 
величиной влияющей на ходкость ледокола 
оказывается последняя. Как следует из выражения 
для определения чистого ледового сопротивления [9] 
приведенная толщина льда однозначно связана со 
скоростью хода.  

При натурных испытаниях ледовой ходкости 
невозможно создание ледовое поле с наперед 
заданными ФМС, а также осуществить их контроль. 
Однако, можно определить приведенную толщину 
льда. Для этого следует использовать диаграмму 
ледопроходимости, полученную для заданных 
стандартных расчетных условий и имеющуюся на 
борту ледокола в комплекте судовой документации.  

Скорость движения судна в определенных 
ледовых условиях можно измерить с помощью 
спутниковых систем ГЛОНАСС и GPS. 
Воспользовавшись диаграммой ледопроходимости 
судна, можно определить, как показано на рис. 3, 
приведенную толщину льда. Что и явилось целью 
настоящего исследования. 

Заключение 

Плавающий ледяной покров обладает 
бесконечным разнообразием состояний, 
обусловленных морфологией и погодными 
условиями. Для целей проектирования и 
эксплуатации судов активного ледового плавания 
введена осредненная характеристика условий 
эксплуатации – приведенная толщина сплошного 
ледяного покрова.  

Сформулировано понятие приведенной толщины 
ледяного покрова, как толщины расчетного льда, 
имеющего равную сопротивляемость движению, 
определяемую скоростью хода. Показано как 
определить приведенную толщину сплошного 
ледяного покрова во время движения судна с 
определенной скоростью. Знание толщины льда 
важно для безопасной и эффективной эксплуатации 
ледоколов и обеспечит уверенное и эффективное 
передвижение ледокола даже в сложных 
климатических условиях. 
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Теоретико-экспериментальный подход к прогнозированию  
ледовой ходкости при движении судов набегами 
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Аннотация. Ледоколы предназначены для работы в условиях арктического климата, где толщина льда может 
превышать преодолеваемую непрерывным ходом. Движение ледоколов непрерывным ходом на участках, где 
лед особенно толстый и плотный, невозможно, поэтому осуществляется набегами. Работа ледоколов набегами 
носит циклический характер и складывается из следующих операций: отход назад от кромки целого льда; 
реверс судна с заднего хода на передний; разбег в собственном канале битого льда; продвижение в сплошном 
ледяном покрове, завершающееся полной остановкой и заклиниванием корпуса судна; освобождение от 
заклинивания; реверс с переднего хода на задний. Важной характеристикой при работе набегами является 
средняя скорость продвижения. Приведены дифференциальные уравнения движения судна и их решения на 
этапах отхода, разгона и продвижения в ненарушенном льду. Полученные значения пути продвижения и 
времени на различных этапах движения в зависимости от длины отхода от кромки ненарушенного льда вместе 
с задаваемым временем реверса энергетической установки с переднего хода на задний для конкретных 
ледовых условий определяют среднюю скорость движения ледокола набегами. Показано как теоретико-
экспериментальная модель средней скорости движения ледокола набегами настроена на натурные данные 
испытаний ледоколов, но может быть уточнена с использованием данных модельного эксперимента, 
позволяющим измерять физико-механические характеристики ледяного покрова, входящие в математическую 
модель. Описаны и приведены результаты модельных испытаний ледоколов проектов 21900, 1191, 16 
набегами в опытовом бассейне. 
Ключевые слова: ледоколы, толстый лед, движение набегами, скорость движения, математическая модель, 
экспериментальный подход. 
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Theoretical-experimental approach to forecasting of ice propulsion  
during ship movement by ramming 
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Abstract. Icebreakers are designed to operate in the Arctic climate, where the thickness of the ice can exceed that 
overcome by continuous movement. The operation of icebreakers in areas, where the ice is particularly thick and dense, 
continuous movement is impossible, and ovement are carried out by a ramming. The work of icebreakers by ramming 
is cyclical and consists of the following operations: moving back from the edge of the whole ice; reversing the vessel 
from reverse to forward; acceleration in its own channel of broken ice; advancing in a solid ice sheet, ending in a 
complete stop and jamming of the vessel's hull; getting rid of jamming; reversing the vessel from forward to reverse. 
An important characteristic when moving a vessel by ramming is the average speed of movement. The differential 
equations of motion of the ship and their solutions at the stages of departure, acceleration and advance in undisturbed 
ice are presented. The average speed of movement of an icebreaker by ramming is determined by the values of the 
path of advance and time at various stages of movement, depending on the length of departure from the edge of 
undisturbed ice, and the time to reverse the power plant from forward to reverse for specific ice conditions. The 
adjustment of the theoretical-experimental model of the average speed of icebreaker movement by ramming on full-
scale icebreaker test data is shown.  This mathematical model can be refined using data from a model experiment, 
which makes it possible to measure the physical and mechanical characteristics of the ice sheet included in the 
mathematical model. The test results of the icebreaker models of project 21900, 1191, 16 by ramming in the 
experimental basin are described and presented. 
Keywords: icebreakers, thick ice, movement by ramming, speed of movement, mathematical model, experimental 
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Введение 

Освоение Северного морского пути (СМП) и 
Арктического региона является стратегически 
важной задачей для России. В связи с увеличением 
грузопотока по СМП необходимо обеспечить 
надёжную и безопасную перевозку грузов по этой 
транспортной магистрали. Движение ледоколов по 
СМП осуществляется с учетом ряда условий, 
связанных с климатическими особенностями 
региона, состоянием льда и техническими 
характеристиками судов. Основной фактор, 
влияющий на движение ледоколов — это состояние 
ледового покрова. Ледоколы предназначены для 
работы в условиях арктического климата, где 
толщина льда может достигать нескольких метров. 
Они прокладывают путь через ледяные поля, 
обеспечивая безопасность плавания других судов. 
Эксплуатация судов на сложных участках СМП, где 
лед особенно толстый, плотный и движение 
непрерывным ходом невозможно, наиболее часто 
используется движение набегами. Современные 
ледоколы, оснащенные мощными двигателями, 
успешно применяют этот метод, который 
обеспечивает безопасный и эффективный проход 
судов через арктические воды [1, 2, 3].  

1. Феноменологическая модель движения 
ледокола набегам 

Работа ледоколов набегами носит циклический 
характер и складывается из следующих операций: 
отход назад от кромки целого льда; реверс судна с 
заднего хода на передний; разбег в собственном 
канале битого льда; продвижение в сплошном 
ледяном покрове, завершающееся полной 
остановкой и заклиниванием корпуса судна; 
освобождение от заклинивания; реверс с переднего 
хода на задний. 

Рассмотрим возможные варианты тактики работы 
ледокола набегами. 

Отход назад в собственном канале 
осуществляется на расстояние 𝑙р, необходимое для 

набора скорости вхождения в сплошной лед 
очередного цикла продвижения. При этом часть пути 
ледокол движется под действием тяги заднего хода, 
определяемой безопасностью работы движительно-
рулевого комплекса, и часть пути ледокол движется 
по инерции при реверсе энергетической установки 
(ЭУ) с заднего хода на передний. На отход требуется 
время  
𝑡от + 𝑡зп. 

Разгон на переднем ходу в собственном канале 
осуществляется исключительно для набора скорости 
(кинетической энергии) с положительным 

ускорением. На пройденный путь при разгоне 𝑙р, 

равный полному пути отхода назад, затрачивается 
время 𝑡р. После контакта со сплошным ледяным 

покровом движение ледокола замедляется вплоть до 
полной остановки. За это время 𝑡п ледокол 

продвигается на расстояние 𝑙п , являющееся 
полезным путем продвижения. При этом ледокол 
может двигаться при работе ЭУ на полную мощность 
вплоть до полной остановки, или при продвижении во 
льду может быть совершен заблаговременный, до 
остановки судна, реверс ЭУ на задний ход. В первом 
случае на продвижение ледокола затрачивается 
время 𝑡п и после полной остановки осуществляется 

реверс движителей с переднего хода на задний, на 
который затрачивается время 𝑡пз. 

Время реверса определяется возможностями 
энергетической установки и считается известным для 
конкретного судна. В заснеженных льдах бывает 
полезно проработать машинами вперед еще 
некоторое время с целью промывки ледового канала 
за кормой и облегчения отхода назад. 

Заблаговременный, до остановки судна, реверс 
ЭУ при продвижении в сплошном льду используют 
для уменьшения вероятности заклинивания. В этом 
случае путь 𝑙п во льду складывается из двух 
слагаемых: пути при движении с работой ЭУ на 
полную мощность и пути, который судно проходит 
при реверсировании ЭУ с переднего хода на задний 
до полной остановки. Время движения в этом случае 
𝑡п + 𝑡пз. 

Если не произошло заклинивание корпуса, 
начинается движение задним ходом. В противном 
случае, затрачивается некоторое время на 
освобождение от заклинивания 𝑡оз. 

Время освобождения от заклинивания разное в 
каждом случае и определяется такими факторами, 
как формой корпуса ледокола, толщиной и физико-
механическими характеристиками льда. При 
заклинивании для освобождения ледокола 
необходимо принять специальные меры 
(маневрирование движителями и рулями, работа 
пневмоомывающего устройства и крено-
дифферентной системы). Затем цикл движения 
ледокола повторяется. 

2. Скорость движения ледокола набегами 

Важной характеристикой, определяющей 
ледокольные качества судна при работе набегами, 
является не только путь, пройденный ледоколом до 
остановки после контакта со сплошным ледяным 
покровом, но и средняя скорость продвижения судна 
𝑣н. 

Среднюю скорость движения ледокола набегами 
𝑣н можно определить как отношение суммарного пути 

продвижения в сплошном ледяном покрове ∑ 𝑙п𝑖 к 
суммарному времени, затраченном на все этапы 
маневрирования ∑ 𝑡𝑖: 

𝑣н =
∑ 𝑙п𝑖 

∑ 𝑡𝑖
 .                                  (1) 

В идеализированных условиях движения в 
однородном ледяном поле процесс работы ледокола 
повторяется. Поэтому среднюю скорость движения 
набегами можно рассчитать по формуле: 

𝑣н =
𝑙п 

𝑡от+𝑡зп+𝑡р+𝑡п+𝑡пз+𝑡оз
,                      (2) 

где 𝑙п  - путь продвижения в сплошном льду; 𝑡от  - 

время отхода назад ледокола; 𝑡зп - время реверса 

судна с заднего хода на передний; 𝑡р - время разбега; 

𝑡п - время продвижения в сплошном льду; 𝑡пз - время 

реверса ЭУ с переднего хода на задний; 𝑡оз - время 
освобождения от заклинивания. 

Определение этой скорости представляет 
практический интерес для решения задачи 
оптимизации всего процесса работы ледокола. С 
целью получения аналитических решений для 
определения параметров движения ледокола на 
отдельных этапах циклической работы была 
исследована динамика работы ледокола набегами 
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[4]. Основные этапы движения (отход, разбег и 
продвижение в сплошном льду) были описаны 
дифференциальными уравнениями.  

В общем виде дифференциальное уравнение при 
движении в горизонтальной плоскости с 
изменяющейся линейной скоростью v можно 
записать: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ =  ∑ 𝐹𝑥 =  𝑃𝑒 − 𝑅л,                (3) 

где 𝐷 – массовое водоизмещение судна;  λ11
′

 - 
коэффициент присоединенных масс воды и льда по 

оси х; 𝑥̈ =  
𝑑2 𝑥

𝑑 𝑡2
=

𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
  - продольное ускорение судна; 

∑ 𝐹𝑥 – сумма внешних сил; Pe - полезная тяга 
движителей ледокола на переднем или заднем ходу 
и ледовое сопротивление Rл, определяемое для 
различных условий движения. 

Для решения уравнения (3) использована тяга 
винтов ледокола на переднем (пх) Pe пх, заднем ходу 
(зх) Pe зх и ледовое сопротивление определяется за 
вычетом сопротивления воды движению ледокола, 
т.е. рассматривалась «тяга на гаке» Pг пх,зх и чистое 
ледовое сопротивление R: 

𝑃г пх,зх = Pe пх,зх − Rв;   R= Rл − Rв.      

Уравнение поступательного движения в битом 
льду имеет вид:  

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃 г пх,зх − 𝑅бл пх,зх;          (4) 

𝑃г = 𝑃ш [1 − 1,4 (
𝑥̇

𝑣0
)

2
],                  (5) 

𝑅бл = 𝑘3𝑥̇2 + 𝑘4,                       (6) 

𝑘3 = 𝑘ид (𝑐иρлℎ
𝐵

2
(Фи + 𝑓Фит) + 𝑐гρℎ

𝐵

2
(Фг

′ + 𝑓Фгт
′)), 

𝑘4 = 𝑘п(ρ − ρл)𝑔ℎ𝑏𝐵(Φп
′ + 𝑓Φпт

′), 

где 𝑥̇ =  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
  - скорость движения; 𝑣0 - скорость 

движения на чистой воде при заданной мощности; 𝑃ш 
- тяга винтов ледокола на швартовых на заднем или 
переднем ходу; kид, kп – эмпирические 
коэффициенты, которые определяются в теоретико-
экспериментальной модели с учетом натурных или 
модельных данных испытаний ледоколов; В – 
ширина ледокола, м; f – коэффициент трения льда о 
корпус судна; h – толщина льда, м; g – ускорение 
свободного падения, м/с2; ρл – плотность ледяного 
покрова, т/м3; ρ – плотность воды, т/м3; сг – 
коэффициент гидродинамического сопротивления 
при раздвигании льдин, сг = 2; си - коэффициент, 
учитывающий влияние присоединенных масс воды; b 
– средняя протяженность обломков льда, зависящая 
от его толщины, как показывают наблюдения, она 
определяется изгибом пластин на упругом основании 
и приближенно может быть принята из соотношения 

b = 0,312;  = (g/d)1/4 – параметр изгиба пластины 

на упругом основании; d = Eh3/(12(1 − 2)) – 

цилиндрическая жесткость ледяной пластины,  – 
коэффициент Пуассона льда; Е – модуль упругости, 

кПа; и, ит, г, гт, п, пт - функции геометрии. 
В выражении (6) сопротивление 𝑅бл [5] может 

вычисляться как для переднего 𝑅бл пх , так и для 

заднего 𝑅бл зх хода в зависимости режима движения 
ледокола. Соответственно в выражения для 
определения 𝑘3 пх и 𝑘4 пх или 𝑘3 зх и  

𝑘4 зхподставляются функции геометрии и, ит, г, 

гт, п, пт для переднего или заднего хода [5]. 
Коэффициент си зависит от размеров обломков льда 
и его можно оценить по формуле Пабста [6] для 
присоединенной массы прямоугольной пластины: 

си = 1 +
0,218 𝑏

ℎ
 

ρ

ρл
= 1 +

0,068 

ℎ α
 

ρ

ρл
 . 

С учетом выражений для 𝑃 г   (5) и  𝑅бл  (6): 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃ш пх,зх [1 − 1,4 (

𝑥̇

𝑣0
)

2

] − 

− 𝑘3 пх,зх 𝑥̇2 −   𝑘4 пх,зх                             (7) 

или  

𝑥̈ + 𝐴7𝑥̇2 = 𝐵7,                             (8) 

𝐴7 =
1,4𝑃ш+𝑘3 𝑣0

2

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵7 =
𝑃ш−𝑘4 

(1+λ11
′ )𝐷

. 

Замедленное движение ледокола происходит за 
счет превышения сопротивления ледокола над тягой 
при соответствующих скоростях. Уравнение 
поступательного движения в сплошном льду при 
торможении имеет вид: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃г − 𝑅;                       (9) 

 

𝑅 = 𝑘1 𝑥̇2 + 𝑘2  ,                       (10) 

( ) ( )

1ф л

1 о л

л
и ит г гт

л

0,19 1
1

(0,215 Fr tg )

2

  
 +  
 +     =   
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= +    
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f k

hh
k k

d k d B
f B

h
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где kоv; kр; kост - эмпирические коэффициенты, 
компенсирующие неточности теоретической модели 

сопротивления;  hсн – толщина снега, м; сн – 

плотность снега, т/м3;  Frℎ = 𝑣/√𝑔ℎ - число Фруда по 

толщине льда; v – скорость движения, м/с; л - 
площадь подводной части корпуса, облегаемая 

льдом, м2; kсф = 1,5  10-3 кПа-1,  kсб = 0,5  10-3 кПа-1, 

kсн = 0,429 ; 1, 2, 3  -  углы наклона батокса к 
горизонту, ватерлинии к диаметральной плоскости и 
шпангоута к вертикали на форштевне в районе 

действующей ватерлинии; лтф, сф, i, - 
интегральные функции геометрии, полученные из 
пространственного рассмотрения взаимодействия 
корпуса судна со льдом [7]. 

В выражении (10) сопротивление R [7] 
вычисляется для переднего хода. Соответственно в 
выражения для определения 𝑘1  и 𝑘2  подставляются 
функции геометрии для переднего хода. 

Подставляя в уравнение (9) выражения для 𝑃г  (5) 
и R (10) перепишем (9) в развернутом виде: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃ш [1 − 1,4 (

𝑥̇

𝑣0
)

2
] − 𝑘1 𝑥̇2 −  𝑘2    (11) 

или 

𝑥̈ + 𝐴5𝑥̇2 = 𝐵5,                        (12) 
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𝐴5 =
1,4𝑃ш+𝑘1 𝑣0

2

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵5 = −
𝑃ш−𝑘2 

(1+λ11
′ )𝐷

. 

Решая уравнения (8) и (12) получены зависимости 
для определения параметров движения ледокола на 
отдельных этапах набегами, входящих в выражение 
(2): 

• время отхода tот до момента реверса 
ледокола и скорость заднего хода vзх за это время 
определяется выражениями: 

𝑡от =
1

√𝐴7𝐵7
  Arth √1 − 𝑒(−2𝐴7𝑙от) ; 

 𝑣зх =  √
𝐵7

𝐴7
  th(𝑡от√𝐴7𝐵7 );                    (13) 

• время и скорость разбега в момент касания 
с кромкой ледяного покрова: 

𝑡р =
1

√𝐴7𝐵7
  Arth √1 − 𝑒(−2𝐴7𝑙р)  ; 

 𝑣р =  √
𝐵7

𝐴7
  th(𝑡р√𝐴7𝐵7 );                (14) 

• время продвижения ледокола в сплошном 
льду определяется из условия его остановки: 

𝑡п =
1

√𝐴5𝐵5
  arctg √

𝑣р
2𝐴5

𝐵5
 ;                  (15) 

• путь движения в сплошном льду равен 

𝑙п =  − 
1

2𝐴5
ln [

𝐵5

𝑣р
2𝐴5+𝐵5

  ] .              (16) 

Полученные значения пути продвижения 𝑙п и 
времени на различных этапах движения в 
зависимости от длины отхода от кромки 
ненарушенного льда вместе с задаваемым временем 
реверса энергетической установки с переднего хода 
на задний для конкретных ледовых условий 
определяют среднюю скорость движения ледокола 
набегами по формуле (2). 

3. Теоретико-экспериментальной подход к 
определению средней скорости движения 

набегами 

При построении теоретической модели средней 
скорости движения ледокола набегами 
использованы допущения и упрощения физической 
реальности, которые для практических целей 
компенсируются эмпирическими коэффициентами, 
полученными экспериментально в полуэмпирических 
моделях. Натурные эксперименты, обладая 
наибольшей надежностью, ограничены по объёму и 
возможности варьирования определяющих 
факторов. Поэтому физическое моделирование 
является эффективным средством изучения ледовой 
ходкости судов [8, 9, 10]. 

Теоретико-экспериментальный подход в 
исследованиях ледовой ходкости судов 
предполагает сочетание экспериментов (модельных 
или натурных) и теоретических расчетных моделей 
по определению сопротивления и параметров 
движения. 

Приведенная теоретическая модель 
определения средней скорости движения ледокола 
набегами (2) нуждаются в настройке с учетом 
экспериментальных данных. Для этого в 
математические модели чистого ледового 

сопротивления (6) и (9) введены эмпирические 
коэффициенты kоv; kр; kост; kид; kп, позволяющие 
приводить в соответствие теоретическую модель с 
экспериментальными данными. Коэффициенты 
являются неизвестными величинами. Они могут быть 
определены на базе экспериментальных 
исследований по работе ледокола набегами [11, 12]. 

Расчет эмпирических коэффициентов следует 
производить раздельно для каждого этапа движения 
ледокола набегами. Для этого все используемые 
экспериментальные данные можно условно 
разделить на группы в зависимости от измеренных и 
необходимых для расчетов параметров. 

Рассмотрим процесс отхода и разбега ледокола в 
канале битого льда и приведем системы уравнений 
для определения эмпирических коэффициентов kид и 
kп. 

1) Дискретные экспериментальные данные. В 
качестве исходных экспериментальных данных для 
нахождения эмпирических коэффициентов kид и kп 
могут быть использованы такие параметры, как 
время разбега  tр и путь lр, пройденный при разбеге. 
В этом случае система уравнений для нахождения 
эмпирических коэффициентов kид и kп с учетом 
начальных условий принимает вид: 

𝑙р𝑖 +  
1

2𝐴7𝑖
ln[ 1 − th2(𝑡р𝑖√𝐴7𝑖𝐵7𝑖  ) ] = 0 ,      (17) 

i=1, 2… n1 , 

i - номер текущего уравнения в системе; n1 - число 
уравнений в системе, равное числу 
экспериментальных опытов с исходными данными lр  
и tр; значения A7i, B7i зависят от характеристик 
ледокола, составляющих сопротивления при 
движении в битом льду, коэффициента 
присоединенных масс воды и льда λ11

′ , а также от 
коэффициентов kид и kп, компенсирующих неточность 
теоретической модели расчета ледового 
сопротивления.  

Функции Фi, входящие в выражения A7i, B7i, 
различны для переднего и заднего хода из-за 
отличия формы носовых и кормовых обводов. 

Если в качестве исходных экспериментальных 
параметров задаются длина разгонного участка lр  и 
скорость vр, с которой судно входит в лед, то система 
уравнений имеет вид: 

𝑙р𝑖 +  
1

2𝐴7𝑖
ln [ 1 −

𝑣р𝑖
2 𝐴7𝑖

𝐵7𝑖
 ] = 0 ,                 (18) 

i=1, 2… n2 , 

n2 - число уравнений в системе, равное числу 
экспериментальных опытов с исходными данными lр  
и vр. 

2) Экспериментальные данные с непрерывной 
записью параметров движения. В качестве исходных 
экспериментальных данных могут быть 
использованы несколько вариантов параметров 
движения, в зависимости от которых будет меняться 
вид системы уравнений для определения kид, kп. Если 
в качестве исходных принять следующие параметры, 
то система уравнений в каждом случае принимает 
вид: 

• время разгона  t и путь x, пройденный за это 
время: 

𝑥𝑖 + 
1

2𝐴7𝑖
ln[ 1 − th2(𝑡𝑖√𝐴7𝑖𝐵7𝑖  ) ] = 0 ,        (19) 
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i=1, 2… n3 ,  

n3 - число уравнений в системе, равное числу 
экспериментальных опытов с исходными данными t и 
x; 

• время разгона t и скорость 𝑥̇, которую 
ледокол развил за это время: 

𝑥̇𝑖 −  √
𝐵𝑖

𝐴𝑖
  th(𝑡𝑖√𝐴7𝑖𝐵7𝑖  ) = 0,            (20) 

i=1, 2… n4 , 

n4 - число уравнений в системе, равное числу 
экспериментальных опытов с исходными данными t и 

𝑥̇; 

• путь x и скорость 𝑥̇, которую ледокол развил 
за этот пройденный путь: 

𝑥𝑖 +  
1

2𝐴7𝑖
ln [ 1 −

𝑥̇𝑖
2𝐴7𝑖

𝐵7𝑖
 ] = 0 ,                  (21) 

i=1, 2… n5 , 

n5 - число уравнений в системе, равное числу 
экспериментальных опытов с исходными данными x 

и 𝑥̇. 
Непрерывная запись параметров движения 

ледокола, как отмечалась выше, может быть 
зафиксирована на всем этапе работы или 
неполностью, с момента времени 𝑡1 до 𝑡2. Более 
надежными экспериментальными данными следует 
считать данные завершенного процесса и их надо 
использовать в первую очередь. Тогда для 
завершенного процесса t=tр , x=lр , 𝑥̇=vр и уравнения 
(19) и (21) принимают вид (17) и (18) соответственно. 

При подборе исходных данных с непрерывной 
записью процесса, в первую очередь следует 
ориентироваться на те параметры, которые 
непосредственно замерялись в эксперименте. 

Составляя систему уравнений для нахождения 
коэффициентов kид, kп можно использовать 
экспериментальные данные всех перечисленных 
категорий. При этом система уравнений будет 
состоять из уравнений видов (17), (18), (19), (20), (21), 
где i=1, 2… n,  n=n1 + n2+ n3+ n4+ n5 - число уравнений 
в системе. 

Рассмотрим процесс продвижения ледокола в 
сплошном ледяном покрове до полной остановки и 
приведем системы уравнений для определения 
эмпирических коэффициентов сплошного льда kоv, kр, 
kост. 

В этом случае в качестве исходных 
экспериментальных данных завершенного процесса 
могут быть использованы скорость входа в лед vр, 
которую ледокол развил на этапе разбега, и путь 
продвижения во льду lп. Тогда система уравнений с 
учетом того, что время определяется из выражения 
(15) при условии  𝑥̇ =  𝑓(𝑡) = 0  принимает вид: 

𝑙п𝑗 + 
1

2𝐴5𝑗
ln [

𝐵5𝑗

𝐵5𝑗+𝑣р𝑗
2 𝐴5𝑗

  ] = 0  ,                 (22) 

j=1, 2… m1 , 

j  - номер текущего уравнения в системе; m1 - число 
уравнений в системе, равное числу 
экспериментальных опытов с исходными 
параметрами vр, lп; значения 𝐴5𝑗, 𝐵5𝑗 зависят от 

характеристик ледокола, составляющих 
сопротивления при движении в сплошном льду, 

коэффициента присоединенных масс воды и льда 
λ11

′ , а также от коэффициентов kоv, kр, kост , 
компенсирующих неточность теоретической модели 
расчета ледового сопротивления. 

Если вместо скорости vр исходным считается 
время разбега tр перед входом ледокола в лед, то с 
учетом (20) система уравнений принимает вид: 

𝑙п𝑗 + 
1

2𝐴5𝑗
ln [

𝐴5𝑗𝐵5𝑗

𝐴5𝑗𝐵5𝑗+𝐴5𝑗𝐵5𝑗th2(𝑡р𝑗√𝐴5𝑗𝐵5𝑗 )
  ] = 0  ,  (23) 

j=1, 2 … m2 , 

m2 - число уравнений в системе с исходными 
данными lп , tр; 𝐴5𝑗 и 𝐵5𝑗 определяются с учетом уже 

определенных эмпирических коэффициентов kид, kп 
для битого льда. 

В качестве исходных экспериментальных данных 
незавершенного процесса (неполная запись) могут 
быть использованы несколько вариантов параметров 
движения, в зависимости от которых будет меняться 
вид системы уравнений для определения kоv, kр, kост: 

• скорость входа в лед vр, время движения во 
льду t и пройденный путь x: 

𝑥𝑗 +  
1

2𝐴5𝑗
ln [

𝐵5𝑗

𝐶11𝑗
+ 

𝐵5𝑗

𝐶11𝑗
tg2((𝐶12𝑗 − 𝑡𝑗)√𝐴5𝑗𝐵5𝑗  )] = 0, (24) 

j=1, 2 … m3 , 

m3  - число уравнений в системе, равное числу 
экспериментальных опытов с исходными данными vр,  
t и x; 

• скорость входа в лед vр, время движения в 
сплошном льду t и скорость 𝑥̇ в этот момент времени 
t: 

𝑥̇𝑗 −  √
𝐵5𝑗

𝐴5𝑗
  tg((𝐶12𝑗 − 𝑡𝑗)√𝐴5𝑗𝐵5𝑗  ) = 0,            (25) 

j=1, 2 … m4 , 

m4  - число уравнений в системе, равное числу 
экспериментальных опытов с исходными данными vр, 

t и 𝑥̇. 
При составлении системы уравнений для 

нахождения коэффициентов kоv, kр, kост можно 
использовать полный набор экспериментальных 
данных, перечисленных выше. В этом случае 
система уравнений будет состоять из уравнений 
типов (22) … (25), где  j=1, 2 … m; m=m1+m2+m3+m4 - 
число уравнений в системе. 

Решаются перечисленные системы на ПЭВМ 
методом перебора с использованием метода 
наименьших квадратов на базе располагаемых 
результатов испытаний. 

Для определения эмпирических коэффициентов 
было произведено обследование генеральной 
совокупности, и путем выбраковки 
экспериментальных данных с наибольшими 
относительными расхождениями по длинам разбега 
и продвижения получены выборочные совокупности 
для определения эмпирических коэффициентов 
битого и сплошного льда, отобранные хотя и 
направлено, но в конечном итоге случайным 
образом. 

Результаты расчета эмпирических 
коэффициентов kоv; kр; kост; kид; kп приведены в  
табл. 1. Они определялись методом наименьших 
квадратов с использованием экспериментальных 
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данных по речным ледоколам проектов Р-47, 1191, 
1105. 

Использование экспериментальных данных сразу 
по трем проектам сделано не случайно, а для 
максимального изменения основных определяющих 
факторов, в частности толщины льда и 
коэффициентов формы корпуса ледоколов. 

Коэффициенты kоv; kост; kид; kп - безразмерные. 
Коэффициент kр по физическому смыслу 
безразмерный. Однако, в виду того, что константы 
разрушения ледяного покрова, как правило, 
неизвестны заранее и не измерялись в ходе 
натурных испытаний ледопроходимости, их 
целесообразно включить в соответствующий 
эмпирический коэффициент. Это обстоятельство не 
нарушает строгости построения теоретико-
экспериментальной модели, так как численное 
значение kр в этом случае совпадает с безразмерным 
при единичных значениях неизвестных физических 
констант.  

В натурных данных, полученных при попутном 
эксперименте, на которые настроена 
математическая модель, содержится более бедная 
информация по характеристикам льда, чем та 
которая заложена в теоретические модели 
(17)…(25). В процессе попутных испытаний ледокола 
была неточно определена толщина льда или она 
вообще отсутствует. К недостающим 
характеристикам ледяного покрова относятся 

константы упругости E и , плотность льда л и 
коэффициент трения f. В расчетах эмпирических 
коэффициентов они принимались равными 

среднестатистическими для речного льда: Е=5106 

кПа; =0,33; л=0,9 т/м3; f=0,15. Коэффициенты 
формы корпуса принимаются для условной посадки 
ледокола по КВЛ, хотя в процессе эксплуатации 
посадка несколько изменяется, но не была 
зафиксирована в опыте. Невозможность прямого 
измерения сопротивления R и тяги винтов в 

значительной степени ухудшает качество натурных 
данных. 

Существующие натурные данные 
немногочисленны и обладают неполной 
информацией о физико-механических 
характеристиках ледяного покрова [8, 9]. Вместе с 
тем при физическом моделировании движения судов 
в тяжелых льдах возможно детально измерить 
параметры ледовой среды. Поэтому актуальны 
полуэмпирические модели, настраиваемые на 
данные физических модельных экспериментов в 
ледовых опытовых бассейнах.  

4. Экспериментальные исследования движения 
ледоколов набегами в опытовом бассейне 

Испытания движения моделей ледоколов 
проектов 21900, 1191, 16 с различной формой 
корпуса (рис. 1, 2, 3) набегами на этапе продвижения 
в сплошном льду были проведены зимой 2025 года в 
опытовом бассейне Нижегородского 
государственного технического университета им. 
Р.Е. Алексеева с естественным охлаждением. В 
качестве модели льда использовался «тонкий» 
естественный лед. Характеристики испытываемых 
моделей ледоколов приведены в табл. 2.  

Естественный лед имеет при моделировании 
повышенную прочность по сравнению со строгой 
теорией моделирования, поэтому получило 
распространение о невозможности его 
использования [9, 10]. Однако, при использовании 
естественного льда компенсировать повышенную 
прочность модельного льда σм можно меньшей 
толщиной, чем требуется (моделируется разрушение 
ледяного покрова). Многолетний опыт нашей работы 
в ледовом бассейне НГТУ показал на возможность 
такого подхода [7].  

Таблица 1  
Значения эмпирических коэффициентов 

Обозначение kоv kр kост kид kп 

Единица измерения - кПа2 - - - 

Значение 3,71 2,45106 1,77 1,38 0,70 

 
 

   

Рис. 1. Теоретический корпус 
ледокола проекта 16 

 

Рис. 2. Теоретический корпус 
ледокола проекта 1191 

Рис. 3. Теоретический корпус ледокола 
проекта 21900 
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Таблица 2 
Характеристики ледоколов и масштабы их моделей 

Характеристики Размерность Проекты ледоколов 

16 1191 21900 

Водоизмещение, т т 777 2180 14300 

Длина по КВЛ, м м 44,7 73,0 114,0 

Ширина по КВЛ, м м 11,4 16,0 28,02 

Осадка по КВЛ, м м 2,72 2,5 8,5 

Мощность: 
- на фланцах двигателей 
- на гребных валах 

 
кВт 

 
1325 
960 

 
4815 
3800 

 
21000 
16400 

Скорость судна на чистой воде м/с 5 6,94 8,22 

Масштаб модели - 1:35 1:50 1:100 

 

 

Рис. 4. Фрагмент испытаний движения модели 
ледокола проекта 21900 

 

Рис. 5. Фрагмент испытаний движения модели 
ледокола проекта 1191 

 

Рис. 6. Фрагмент испытаний движения модели 
ледокола проекта 16 

 

 

Рис. 7. Параметры движения модели ледокола  
пр. 21900 набегами во льду толщиной 5,63 мм  

(опыт № 8) 
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Таблица 3 
 Экспериментальные данные по работе моделей ледоколов набегами 

Дата Номер 
опыта 

Время Толщина льда 
ср.  

hср, мм 

Длина разбега, 
см 

Скорость 
разбега, м/с 

Длина 
продвижения, см 

Модель пр. 21900 (1:100), тяга 1,63 Н 

22.01.2025 

8 12:04 5,63 114 0,425 41 

9 12:07 5,63 146 0,83 157 

14 12:17 5,63 182 0,685 69 

21 12:28 5,63 291 0,64 58 

23 12:31 5,63 380 0,675 58 

25 14:48 3,29 98 0,38 119 

26 14:51 3,29 149 0,47 95 

27 14:53 3,29 229 0,72 260 

29 17:35 4,45 70 0,47 92 

30 17:36 4,45 159 0,63 129 

31 17:38 4,45 224 0,64 96 

32 17:39 4,45 280 0,65 124 

33 17:41 4,45 339 0,82 131 

Модель пр. 1191 (1:50), тяга 3,26 Н 

12.02.2025 

1 11:25 5,2 66 0,46 183 

2 11:27 5,2 200 0,7 201 

4 11:30 5,2 125 0,55 320 

7 15:23 4,4 20 0,25 219 

9 15:27 4,37 76 0,41 210 

10 15:29 4,38 157 0,59 398 

18.02.2025 
13 12:23 5,9 44 0,32 46 

15 12:26 5,35 156 0,64 159 

20.02.2025 
19 17:23 4,7 94 0,5 405 

20 17:25 4,8 108 0,54 310 

21.02.2025 

22 19:19 7,7 207 0,62 139 

24 19:25 7,7 76 0,29 41 

25 19:27 7,6 150 0,44 117 

Модель пр. 16 (1:35), тяга 2,61 Н 

22.02.2025 

5 1:14 6,2 50 0,32 22 

6 1:16 6,2 95 0,44 33 

7 1:18 6,2 209 0,64 58 

8 1:21 6,2 250 0,675 84 

14 8:24 7,2 222 0,66 63 

15 8:29 7,3 340 0,88 82 

16 8:32 7,5 300 0,75 82 

17 8:34 6,9 400 0,85 136 

18 8:37 6,8 350 0,8 115 

19 8:39 7,2 450 0,85 104 

20 8:41 7,0 320 0,75 91 

23 8:50 7,2 150 0,54 58 

24 8:53 7,5 250 0,64 39 

 

При моделировании в «тонком» естественном 
льду [7]: 

• масштаб пересчета толщин льда λℎ 

λℎ =
ℎн

ℎм
= λ4/3;  (28) 

• модуль пересчета сопротивления 𝑅 при 
моделировании по Фруду 

𝑅н = λ3𝑅м;   (29) 

• скорость движения ледокола: 

𝑣н = 𝑣м√𝜆.   (30) 

Равенство коэффициентов трения 𝑓н = 𝑓м корпуса 
судна и модели о естественный и моделируемый лед 
можно обеспечить специальным покрытием модели. 
Испытания проводились в холодное время года с 
использованием естественного намораживания 
льда. Лед намораживался толщиной, которую 

ледокол не может преодолеть непрерывным ходом. 
Движение осуществлялось с разбега. Разгон 
моделей ледоколов осуществлялся в поле битого 
льда после прохода модели или с чистой воды и 
являлся вспомогательным для определения 
скорости входа в ненарушенный ледяной покров, так 
как моделировался этап продвижения моделей 
ледокола в сплошном льду.  

В протоколах записи параметров движения 
моделей ледоколов указывались: дата проведения 
испытаний, условия намораживания льда (снег, 
ветер), температура воздуха и воды, модель 
ледокола, ее масштаб и характеристики, толщина 
ледяного покрова, разгонный груз (если он был), 
буксировочный груз, длина разгонного участка, 
скорость входа модели в ненарушенный ледяной 
покров, путь продвижения в сплошном льду. 
Испытания проводились с одним буксировочным 
грузом для каждой модели ледокола, 
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соответствующим максимальной тяги. Толщина 
модели ледяного покрова измерялась 
штангенциркулем в нескольких точках по длине 
проложенного канала, а затем осреднялась. 
Плотность льда определена путем взвешивания 
льдинки вместе сосудом, в котором она плавает 
свободно и в притопленном состоянии на 
высокоточных весах [13]. Коэффициент трения пары 
корпус судна – ледяной покров f определен 
буксировкой корпуса модели по намороженному 
модельному ледяному покрову. 

Фрагменты испытаний движения моделей 
ледоколов проектов 21900, 1191 и 16 набегами в 
сплошном льду, толщина которого превышала 
преодолеваемую непрерывным ходом, приведены на 
рис. 4, 5, 6. Выборочные результаты испытаний 
моделей ледоколов приведены в табл. 3.  Во время 
движения моделей велась запись скорости движения 
от времени. Пример обработанной записи во время 
набега приведена на рис. 7.  

Заключение 

Проведенные исследования движения моделей 
ледоколов набегами позволят определить 
эмпирические коэффициенты при движении только 
на этапе продвижения в сплошном льду.  

Для настройки математической модели средней 
скорости движения ледоколов набегами 
запланированы испытания в битом льду, что 
имитирует движение ледокола на этапах отхода от 
ненарушенной кромки льда и разбега для набора 
кинетической энергии. В качестве модели ледяного 
покрова будут использованы плитки полиэтилена 
высокого давления различной толщины и размеров.  

Полученные экспериментальные данные (табл. 3) 
будут использованы для настройки математической 
модели по определению средней скорости движения 
набегами. 

С использованием данных модельных испытаний, 
где достоверно определяются характеристики 
ледяного покрова и параметры движения моделей 
судов, эмпирические коэффициенты будут уточнены. 
Увеличение количества и повышение качества 
данных экспериментов приводит к повышению 
надежности kоv; kр; kост; kид; kп, следовательно, 
методики расчета движения ледокола набегами. То 
есть, приведенную теоретико-экспериментальную 
модель движения ледокола набегами следует 
рассматривать в единстве с используемыми 
экспериментальными данными. 
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Роль трения в сопротивлении движению судна в ровном сплошном льду  
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Аннотация. Трение сплошного льда о корпус судна во время движения играет важную роль. Силы трения 
наружной обшивки ледокола о лёд являются существенной добавкой к ледовому сопротивлению. Большинство 
расчетных моделей ледового сопротивления их не учитывают в явном виде. Это препятствует осмыслению 
мероприятий по снижению ледового сопротивления, обусловленного трением. Трение сопровождает ломку 
ледяного покрова и локальное разрушение кромки льда в местах контакта с корпусом судна в районе 
ватерлинии, поворачивание, притапливание и раздвигание обломков льда в подводной части корпуса. 
Отмечены физические особенности этих процессов. При физическом моделировании сопротивления ледокола 
в ледовых бассейнах необходимо уделять внимание моделированию трения. Трение зависит от состояния 
ледяного покрова и покрытия наружной обшивки корпуса ледокола. Проиллюстрировано количественное 
влияние трения на примере ледокола проекта 1105. При прогнозировании ледового сопротивления судов 
необходимо учитывать коэффициент трения на этапе проектирования и оптимизации маршрутов при движении 
в сплошных льдах. 
Ключевые слова: ледокол, сопротивление движению, трение, сплошной лед, наружная обшивка, 
математическое моделирование. 
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The role of friction in resistance to the movement of ship in solid ice 
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Abstract. The friction of solid ice against the hull of the vessel during movement plays an important role. The friction 
forces of the icebreaker's outer skin against the ice are a significant addition to the ice resistance. Most calculation 
models of ice resistance do not take them into account explicitly. This hinders the understanding of measures to reduce 
ice resistance caused by friction. Friction accompanies breaking of ice cover and local destruction of ice edge at the 
points of contact with the ship's hull in the area of the waterline, turning, sinking and moving apart of ice fragments in 
the underwater part of the hull.  The physical features of these processes are noted. When physically modeling the 
resistance of an icebreaker in ice basins, attention should be paid to modeling friction. The friction depends on the 
condition of the ice cover and the coating of the outer shell of the icebreaker hull. The quantitative effect of friction is 
illustrated using the example of the icebreaker project 1105. When predicting the ice resistance of ships, it is necessary 
to take into account the coefficient of friction at the stage of designing and optimizing routes when traveling in solid ice. 
Keywords: icebreaker, resistance to movement, friction, solid ice, outer skin of hull, mathematical modeling. 
For citation: Eugene M. Gramuzov, Nadezhda V. Kalinina, Oleg B. Soldatkin, Alexander E. Zhukov. The role of friction 
in resistance to the movement of ship in solid ice, Marine intellectual technologies. 2025. № 4 part 2, P. 25—30.  
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Введение 

Трение льда о корпус судна играет важную роль в 
сопротивлении движению судна в ровном сплошном 
льду, оказывая значительное влияние на расход 
топлива, мощность двигателя и эксплуатационные 
характеристики судна.  

Анализ исследований и наблюдений за работой 
ледоколов [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] позволяет выделить 
основные причины возникновения ледового 
сопротивления. При движении судна в ровном 
сплошном льду затрачивается энергия на: 

• ломку ледяного покрова; 
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• локальное разрушение кромки льда в местах 
контакта с корпусом судна; 

• поворачивание, притапливание и раздвигание 
обломков льда; 

• сопротивление снега; 

• трение льда о корпус судна. 
Сопротивление при движении в этих условиях 

складывается из различных составляющих, и трение 
льда о корпус сопутствует им. Знание 
закономерностей трения льда важно для 
моделирования движения судна во льдах.  На трение 
льда о корпус судна влияют следующие факторы: 
форма корпуса, а именно наклон бортов к вертикали; 
свойства льда и наличие снега на ледяном покрове. 
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Прочность льда зависит от температуры воздуха и 
воды, количества примесей в воде и её солёности. 
Снежный покров на льду прилипает к корпусу судна 
и увеличивает трение. Плотность льда сказывается 
на плавучести льдин, а следовательно, на трении 
льдин о корпус судна. 

Силы трения наружной обшивки ледокола о лёд, 
спроецированные на направление движения, 
являются существенной добавкой к ледовому 
сопротивлению. Однако большинство расчетных 
моделей ледового сопротивления их не учитывают в 
явном виде [1, 8]. Это препятствует осмыслению 
мероприятий по снижению ледового сопротивления, 
обусловленного трением. Таких как: гидроомывание 
и пневмоомывание корпуса, антифрикционные 
лакокрасочные покрытия корпуса, например 
абразивостойкое ледовое покрытие Inerta 160. 
Затрудняется пересчет результатов физических 
испытаний моделей ледоколов на натуру. 

Таким образом, роль трения льда о корпус судна 
заключается в непосредственном воздействии на 
эффективность, безопасность и экономические 
показатели операций ледового плавания и требует 
учета в расчетных моделях сопротивления. 
Минимизация трения является одной из ключевых 
задач проектирования и эксплуатации современных 
морских судов, работающих в условиях Арктики и 
антарктических регионов. 

1. Сопротивление разрушению льда при 
движении ледокола в ровном сплошном льду 

Разделим силы трения наружной обшивки 
ледокола о лёд на:  

• трение кромки ЛП о корпус в процессе ломки 
ледяного поля; 

• трение обломков льда о корпус в подводной 
части в зоне облегания (ледяной рубашки). 

В первом случае имеет место «сухое трение» при 
высоком контактном давлении, описываемое 
законом Кулона–Амонтона. Сила трения F прямо 
пропорциональна нормальному контактному усилию 
N:  

F=f N,                                  (1) 

где f – коэффициент трения. 
Во втором – «мокрое» трение с прослойкой 

забортной воды. Зависимость F от N, в этом случае, 
в корабельной ледотехнике мало изучено. Это 
дополнительно осложняется тем, что контактное 
давление находится на низком уровне. Для льдин 
толщиной 1 метр – менее 1 кПа, а для моделей судов 
еще в масштаб раз меньше. Однако, в сложившейся 
практике, используется зависимость типа (1) с 
увеличенным в 2…3 раза коэффициентом трения. 

Для удобства теоретических и 
экспериментальных исследований чистое ледовое 
сопротивление будем считать состоящим из трех 
взаимно независимых частей  

R=Rp+Ro+Rсн,     (2) 

где Rp  - сопротивление разрушению целого льда;  
Ro - сопротивление обломков льда; Rсн - 
сопротивление снега. 

Первое слагаемое сопротивление разрушению 
целого льда Rp объединяет в себе затраты энергии, 
связанные с нарушением целостности ледяной 
пластины, а именно: ломку, разрушение кромки и 

трение о кромку целого льда. Сопротивление 
обломков льда Rо обусловлено взаимодействием 
корпуса судна с обломками разрушенного ледяного 
поля. Оно включает поворачивание, притапливание 
и раздвигание обломков льда, а также трение 
обломков льда о корпус. 

Гипотеза о независимости составляющих 
сопротивления (2) общепринята, подвергалась 
экспериментальной проверке [3, 9], и положена в 
основу исследований. 

Анализ процессов, происходящих при движении 
ледокола, позволяет установить различный характер 
действия отдельных составляющих ледового 
сопротивления. Составляющая Rp, связанная с 
дискретными процессами ломки ледяного покрова, 
существенно не постоянна как по величине, так и по 
месту приложения. Сопротивление обломков Rо, 
хотя и обусловлено движением неоднородной среды, 
имеет более установившиеся характер, сравнимый с 
движением однородного слоя, отличной от воды 
плотности. 

Приведенный характер действия отдельных 
составляющих ледового сопротивления основан на 
рассмотрении картины движения ледокола в 
сплошном льду и специальных модельных 
исследованиях, проведенных в ледовом опытовом 
бассейне [3]. 

Следовательно, под составляющими 
сопротивления (2) понимаются средние значения 
сопротивления. 

Исходя из закона сохранения энергии, напишем 
уравнение энергетического баланса для некоторого 
отрезка пути: 

Aг=Ap+Ao+Aсн,                            (3) 

где Aг - работа силы тяги винтов на гаке Рг, где тяга 
на гаке Рг определяется как полезная тяга ледокола 
Ре за вычетом сопротивления воды Rв: Рг = Ре - Rв ; 
Ap - энергия разрушения целого ледяного покрова;  
Aо - энергия, затрачиваемая на поворот, 
притапливание, раздвигание обломков и на их 
трение о корпус и друг о друга; Aсн - дополнительные 
затраты энергии, связанные с наличием снега. 

Уравнение (3) учитывает, что единственным 
поставщиком энергии, затрачиваемой на 
преодоление составляющих сопротивления, 
является работа тяги винтов. Поделив уравнение (3) 
на путь l, получим формулу для вычисления ледового 
сопротивления 

𝑅 = 𝑃г =
1

𝑙
(𝐴p + 𝐴o + 𝐴сн).  (4) 

Учитывая постоянный характер составляющих, 
связанных с преодолением обломков льда, 
уравнение (4) перепишем в виде 

𝑅 =
1

𝑙
𝐴p + 𝑅o + 𝑅сн.  (5) 

Первое слагаемое представляет собой формулу 
для определения сопротивления, связанного с 
разрушением ледяного покрова 

𝑅р =
1

𝑙
𝐴p.   (6) 

Энергия, затрачиваемая ледоколом на 
разрушение сплошного ледяного покрова, 
складывается из энергий, затраченных на 
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разрушение в каждой точке контакта корпуса с 
кромкой целого ледяного поля 

𝐴р = ∑ 𝐴р𝑖 .  (7) 

Полная работа разрушения льда в i-той точке 
контакта может быть вычислена по формуле [3, 10] 

𝐴р𝑖 = (1 + 𝑓 γЛТ𝑖) 𝐴𝑍𝑖 + 𝐴сн𝑖,  (8) 

где 𝐴𝑍𝑖 - работа вертикальных сил, ломающих 

ледяной покров;  γЛТ𝑖 = (nx
-2+nz

-2)1/2 - функция, 
характеризующая форму корпуса в точке контакта. 

Учитывая, что 𝐴𝑍𝑖>>Aснi для наших целей можно 
(с ошибкой в безопасную сторону) положить  

𝐴р𝑖 = (1 + 𝑓 γЛТ𝑖) 𝐴𝑍𝑖 .   (9) 

Наблюдения и анализ кинематических схем 
разрушения льда показывают, что вероятность 
взаимодействия со льдом вдоль ватерлинии убывает 
от форштевня к средней части, но по ширине канала 
остается практически постоянной. Поэтому под 
средними геометрическими характеристиками 
ватерлинии будем понимать 

Φлт =
2

𝐵
∫ γлтТ𝑖(𝑦) d 𝑦 =

2

𝐵
∫ √

1

𝑛𝑥
2

+
1

𝑛𝑧
2

d 𝑦
𝐵

2
0

𝐵

2
0

.    (10)  

2. Трение корпуса о кромку ледяного покрова 

Увеличение составляющей разрушения льда за 
счет трения кромки ледяного покрова о корпус будем 
характеризовать увеличивающим коэффициентом 
𝑘p𝑓. Для этого уравнение (9) перепишем в виде 

𝑘p𝑓 = 𝐴р𝑖/𝐴𝑍𝑖 = (1 + 𝑓 γлт𝑖)       (11) 

или в среднем  

𝑘p𝑓 = 𝐴р/𝐴𝑍 = (1 + 𝑓 Φлт).      (12) 

Коэффициент трения f зависит от состояния 
ледяного покрова и от покрытия наружной обшивки 
корпуса.  

Расчеты, показывающие увеличение 
составляющей разрушения льда за счет трения 
кромки ледяного покрова о корпус выполнены на 
примере ледокола проекта 1105 «Капитан Чечкин» 
(рис. 1), характеристики которого приведены в  
табл. 1. Характеристики формы корпуса ледокола 
проекта 1105 приведены в табл. 2. 

 

Рис. 1. Ледокол проекта 1105 «Капитан Чечкин» 

Значения увеличивающего коэффициента 𝑘p𝑓  

получены с использованием зависимости (12) и 
приведена на рис. 2. Из рис. 2 видно, что 
составляющая сопротивления разрушения льда 

существенно зависит от коэффициента сухого 
трения.  

Таблица 1 

Основные характеристики ледокола проекта 1105 

№ 
п/п 

Характеристика Значение 

1.  Класс судна по Российскому 
Речному Регистру 

М-СП 3,5 
(ледокол) 

2.  Длина по КВЛ  
КВЛL , м 71,00 

3.  Ширина судна B, м 16,00 

4.  Высота борта Н, м 4,80 

5.  Максимальная осадка T, м 3,50 

6.  Минимальная осадка без 
дифферента, м 

3,25 

7.  Водоизмещение D, т 2240 

8.  Коэффициент  общей 

полноты  

0,610 

9.  Мощность главных 
двигателей N, кВт 

4650 

10.  Скорость на чистой воде v, 
км/ч / м/с 

25,7 / 7,10 

11.  Тяга на швартовах, кН 414 

12.  Предельная 
ледопроходимость, м 

0,75 

13.  Автономность, сутки 20 

14.  Движитель 3 ВФШ 

15.  Площадь зоны облегания 
льдом, м2 

510 

Таблица 2  
Характеристики формы корпуса  

ледокола проекта 1105 

Функция Значение 

γлтф 3,468 

γсф 0,697 

Φлт 5,830 

Φс 1,288 

Φп 0,065 

Φпт 0,735 

Φи 0,064 

Φит 0,234 

Φг 0,005 

Φгт 0,018 

 

Рис. 2. Коэффициенты увеличения составляющих 
сопротивления разрушения, притапливания, 

инерционной и гидродинамической в зависимости  
от коэффициента трения f 
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3. Модель сопротивления обломков сплошного 
льда 

Теоретическая модель сопротивления обломков 
льда при движении в ровном сплошном 
неразрушенном ледяном поле может быть записана 
следующим образом [3, 10]: 

𝑅о = 𝑅п + 𝑅и + 𝑅г = 

= (ρ − ρл)𝑔ℎΩл(Φп + 𝑓Φпт) + 

+ρлℎ𝐵𝑣2 (1 +
0,019

(0,215 + Frℎtgφ1ф)

ρ

ρл

1

αℎ
) (Φи + 𝑓Φит) + 

+2
ρ

ρЛ

ΩЛ

𝐵ℎ
(Φг + 𝑓Φгт)                     (13) 

где Rп - сопротивление, обусловленное 
притапливанием льдин ввиду их плавучести;  
Rи - инерционная составляющая сопротивления; Rг - 
гидродинамическая часть сопротивления, связанная 
с сопротивлением воды движению льдин; Φi -  
геометрические функции, характеризующие форму 
корпуса судна с точки зрения сопротивления 
обломков льда [3]:  

Φп =
1

Ωл
∫ 𝑛𝑥𝑛𝑧Ωл

d Ω ;   Φпт =
1

Ωл
∫ 𝑛𝑧Ωл

√1 − 𝑛𝑥
2 d Ω ; 

Φг =
1

Ωл
∫ 𝑛𝑥

3
Ωл

d Ω ; Φгт =
1

Ωл
∫ 𝑛𝑥

2
Ωл

√1 − 𝑛𝑥
2 d Ω; 

Φи =
2

𝐵
∫ √𝑛𝑥

2𝐵/2

0
d 𝑦;  Φит =

2

𝐵
∫ 𝑛𝑥√1 − 𝑛𝑥

2𝐵/2

0
d 𝑦. 

𝑛𝑥 =
tg φ2

√1+tg2 φ2+tg2 φ3

; 𝑛𝑧 =
tg φ3

√1+tg2 φ2+tg2 φ3

; 

α = √ρ𝑔/𝑑4
; 𝑑 =

𝐸ℎ3

12(1−μ2)
; 

nx, nz – направляющие косинусы нормали к судовой 
поверхности для произвольной точки поверхности; 
φ1- угол между касательной к ватерлинии и ДП; φ2- 
угол наклона шпангоута;  В – ширина ледокола, м; f – 
коэффициент трения льда о корпус судна; h – 
толщина льда, м; hсн – толщина снега, м; g – 

ускорение свободного падения, м/с2; Frℎ =
𝑣

√𝑔ℎ
 - число 

Фруда по толщине льда; v – скорость движения, м/с; 

л - площадь подводной части корпуса, облегаемая 

льдом, м2;  - параметр изгиба пластины на упругом 
основании; 𝑑 -  цилиндрическая жесткость ледяной 

пластины; Е – модуль упругости, кПа;  - 

коэффициент Пуассона льда; , л– плотность воды 
и льда, т/м3.  

4. Трение обломков льда о подводную обшивку 
корпуса 

Трение обломков льда о корпус характеризуется 
наличием водной смазки и низкими контактными 
давлениями. Поэтому выбор коэффициента трения 
является дискуссионным и требует дополнительных 
исследований. Тем не менее найдем значения 
коэффициентов увеличения составляющих 
сопротивления притапливания, инерционной и 
гидродинамической в зависимости от коэффициента 
трения.  

Для этого воспользуемся линейными 
зависимостями. 

Коэффициент увеличения составляющей 
сопротивления притапливания за счет трения равен 

𝑘п𝑓 = 1 + 𝑓 (Φпт/ Φп);  (14) 

для инерционной составляющей сопротивления 

𝑘и𝑓 = 1 + 𝑓 (Φит/ Φи);  (15) 

и для гидродинамической составляющей 
сопротивления 

𝑘г𝑓 = 1 + 𝑓 (Φгт/ Φг).  (16) 

Значения увеличивающих коэффициентов 𝑘п𝑓, 

𝑘и𝑓, 𝑘г𝑓 получены с использованием зависимостей 

(14), (15) и (16) на примере ледокола проекта 1105  и 
приведена на рис. 2. 

Из рис. 2 видно, что значение составляющая 
сопротивления притапливания 𝑘п𝑓 существенно 

зависит от коэффициента трения. Коэффициенты 
увеличения инерционной составляющей 
сопротивления 𝑘и𝑓 и гидродинамической 

составляющей сопротивления 𝑘г𝑓 зависят от 

величины коэффициента «мокрого» трения и 
незначительно увеличивают сопротивление при 
движении в сплошном льду. 

Заключение 

Трение льда о корпус существенно увеличивает 
сопротивление сплошного льда движению ледокола.  

Трение сопровождает ломку ледяного покрова и 
локальное разрушение кромки льда в местах 
контакта с корпусом судна в районе ватерлинии, 
поворачивание, притапливание и раздвигание 
обломков льда в подводной части корпуса. Отмечены 
физические особенности этих процессов.  

При физическом моделировании сопротивления 
ледокола в ледовых бассейнах необходимо уделять 
внимание моделированию трения. Трение зависит от 
состояния ледяного покрова и покрытия наружной 
обшивки корпуса ледокола. Количественно это 
влияние проиллюстрировано на примере ледокола 
проекта 1105 «Капитан Чечкин». 

Показано, что трение при ломке ледяного покрова 
существенно зависит от коэффициента сухого 
трения. В тоже время, «мокрое» трение обломков 
льда более чувствительно к величине коэффициента 
трения для составляющей сопротивления, связанной 
с притапливанием обломков льда. Однако, следует 
заметить, что «мокрое» трение обломков льда менее 
изучено и его линейная зависимость не доказана. 
Это необходимо учитывать соблюдая требования к 
физическому моделированию сопротивления 
ледоколов и судов ледового плавания в опытовых 
бассейнах.  

Изучение трения играет важную роль при 
прогнозировании сопротивления судна при движении 
в ровном сплошном льду. Необходимо учитывать 
коэффициент трения при проектировании судов для 
эксплуатации в ледовых условиях и оптимизации 
маршрутов.  
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Динамика движения ледокола в различных ледовых условиях 

Калинина Н.В.1 nvk5133@mail.ru  
1Нижегородский государственный технический университет им. Р.Е. Алексеева 

Аннотация. Эксплуатация ледоколов осуществляется в различных ледовых условиях: в мелкобитых 
природных льдах, в битых льдах в канале, в ровных сплошных льдах или торосах непрерывным ходом и 
набегами. Изучение динамики движения ледоколов в различных ледовых условиях является актуальным и 
способствует оптимальному проектированию и эксплуатации судов ледовых классов. Рассмотрен 
аналитический подход для изучения динамики движения ледоколов в различных ледовых условиях. Записаны 
дифференциальные уравнения движения судов. Рассмотрены внешние силы, действующие на ледокол при 
его движении в продольной вертикальной плоскости. Приведены зависимости для определения тяги и 
сопротивления судов при движении в различных ледовых условиях. Дифференциальные уравнения движения 
судна записаны для различных ледовых условий при движении в сплошном и битом льду на различных 
режимах: ускоренном и при торможении с учетом значений внешних сил. Решая приведенные 
дифференциальные уравнения, можно определять не только путь, пройденный ледоколом, но и время, 
среднюю скорость продвижения. Определение этих параметров представляет практический интерес для 
решения задач ходкости. Аналитические решения дифференциальных уравнений движения ледокола 
позволят более эффективно решать задачи проектирования судов. Понимание динамики движения ледоколов 
позволяет оптимизировать форму корпуса судов, оптимизировать маршруты следования, учитывая состояние 
льда и погодные условия, повысить безопасность плавания в сложных ледовых условиях. 
Ключевые слова: ледокол, сплошной лед, битый лед, режимы движения, дифференциальные уравнения 
движения. 
Для цитирования: Калинина Н.В. Динамика движения ледокола в различных ледовых условиях, Морские 
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Dynamics of icebreaker movement in various ice conditions 

Nadezhda V. Kalinina1 nvk5133@mail.ru  
1Nizhny Novgorod State Technical University, named after R.E. Alekseev 

Abstract. Icebreakers operate in various ice conditions: in small-sized natural ice, in broken ice in a channel, in smooth 
solid ice or hummocks, continuously moving and by ramming. Studying the dynamics of icebreaker movement in 
various ice conditions is relevant and contributes to the optimal design and operation of ice class vessels. An analytical 
approach for studying the dynamics of icebreaker movement in various ice conditions is considered. The differential 
equations of motion of ships are written down. The external forces acting on the icebreaker during its movement in the 
longitudinal vertical plane are considered. The dependences for determining the thrust and resistance of vessels when 
moving in various ice conditions are given. The differential equations of motion of the vessel are written for various ice 
conditions when moving in solid and broken ice at various modes: accelerated and decelerated, taking into account the 
values of external forces. By solving the given differential equations, it is possible to determine not only the path traveled 
by the icebreaker, but also the time and average speed of movement. Determining these parameters is of practical 
interest for solving problems of propulsion. Analytical solutions of differential equations of icebreaker motion will allow 
more effective solution of ship design problems. Understanding the dynamics of icebreaker motion allows optimizing 
the shape of the ship hull, optimizing the routes, taking into account the state of ice and weather conditions, and 
increasing the safety of navigation in difficult ice conditions. 
Keywords: icebreaker, solid ice, broken ice, modes of movement, differential equations of movement. 
For citation: Nadezhda V. Kalinina Dynamics of icebreaker movement in various ice conditions, Marine intellectual 
technologies. 2025. № 4 part 2, P. 31—38. DOI: 10.37220/MIT.2025.70.4.072 
 

Введение 

При эксплуатации ледоколов различают 
движение в битых, сплошных льдах и торосах. В 
битых льдах движение осуществляется в поле 
природного битого льда или в канале. В сплошных 
льдах движение ледокола осуществляется либо 
непрерывным ходом с постоянной скоростью, либо 
набегами в тяжелых льдах, когда толщина льда 

 
© Калинина Н.В. 2025 

превышает предельную и движение непрерывным 
ходом невозможно [1, 2]. 

Изучение динамики движения ледоколов в 
различных ледовых условиях является актуальным и 
способствует оптимальному проектированию и 
эксплуатации судов ледовых классов. 
Прогнозирование движения судна в различных 
ледовых условиях позволяет оптимизировать форму 
корпуса, конструкцию и систему управления для 
повышения эффективности и безопасности 
операций.  
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Для изучения динамики движения ледоколов 
применяют различные методы. 

1. Экспериментальные исследования [2, 3, 4]. 
Эксперименты проводятся в опытовых бассейнах и 
ледовых полигонах.  

2. Численное моделирование [5, 6]. Численные 
модели основаны на методах вычислительной 
гидродинамики и учитывают такие факторы, как 
вязкость жидкости, трение, деформации льда и 
взаимодействие корпуса с водой и льдом. 

3. Статистический подход [3, 7]. Анализ реальных 
данных эксплуатации ледоколов помогает выявить 
закономерности и разработать рекомендации по 
улучшению формы корпуса и эксплуатационных 
характеристик. 

4. Аналитические зависимости [8] которые 
учитывают сопротивление льда движению ледокола 
с заданной скоростью и тягу. Их можно получить, 
решив уравнения движения судна в различных 
ледовых условиях. 

Рассмотрим аналитический подход для изучения 
динамики движения ледоколов в различных ледовых 
условиях. 

1. Уравнения движения судна 

Для составления уравнений движения судна 
введем систему координат (рис. 1): инерциальную 
(неподвижную) Ox’y’z’ и неинерциальную 
(подвижную, связанную с судном) Gxyz. При этом в 
начальный момент времени начала координат обеих 
систем совпадают и расположены в центре тяжести 
судна. Оси Oz’  и Gz направлены вертикально вниз; 
Ox’  и Gx – в сторону движения судна;   Oy’  и Gy  - на 
правый борт. 

 

Рис. 1. Система координат 

Если рассматривать движение судна в 
инерциальной (неподвижной) системе отсчета, то 
уравнение движения судна в общем случае 
определяется на основании второго закона динамики 
двумя векторными уравнениями: 

𝑚𝑎⃗ = 𝑚
𝑑𝑣⃗⃗

𝑑𝑡
= ∑ 𝐹𝑖

⃗⃗⃗;                            (1) 

𝐽ε⃗ = 𝐽
𝑑ω⃗⃗⃗⃗

𝑑𝑡
= ∑ 𝑀𝑖

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗,                             (2) 

где m – масса судна с учетом присоединенной массы 

воды; a =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
  – линейное ускорение судна; Fi – сумма 

всех сил, действующих на судно в процессе 
движения; v – скорость  и t – время движения; 𝐽 -  
момент инерции судна с учетом присоединенного 
момента инерции масс воды относительно той же 

оси; угловое ускорение ε =
𝑑ω

𝑑𝑡
 , ω – угловая скорость; 

𝑀𝑖
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ - момент внешних сил относительно оси вращения 
судна. 

Первое уравнение (1) представляет собой 

равенство главного вектора 𝐹𝑖
⃗⃗⃗ (результирующей 

силы) внешних сил 𝐹𝑖
⃗⃗⃗ произведению массы судна с 

учетом присоединенной массы воды m на линейное 

ускорение судна 
𝑑𝑣⃗⃗

𝑑𝑡
. Это уравнение характеризует 

поступательное движение центра тяжести судна. 
Второе уравнение (2) представляет собой 

равенство вектора главного момента внешних сил 

относительно оси вращения судна 𝑀𝑖
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ произведению 

момента инерции судна с учетом присоединенного 
момента инерции масс воды относительно той же 

оси J на угловое ускорение 
𝑑𝜔⃗⃗⃗⃗

𝑑𝑡
. Это уравнение 

характеризует вращательное движение центра 
инерции судна. 

Для того чтобы решить задачу о движении судна, 
необходимо знать законы действующих на судно сил 
и их моментов, которые можно подразделить на два 
вида: 

• силы и моменты инерционной природы (внутренние 
силы), возникающие в результате действующих на 
судно ускорений; 

• силы и моменты гидроаэродинамической природы 
(внешние силы). 

Для судна, имеющего шесть степеней свободы и 
движущегося во льдах уравнения (1) и (2) будут 
иметь вид: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈  = ∑ 𝐹𝑥; 

𝐷(1 + λ22
′ )𝑦̈  = ∑ 𝐹𝑦; 

𝐷(1 + λ33
′ )𝑧̈  = ∑ 𝐹𝑧; 

𝐽𝑥(1 + λ44
′ )θ̈  = ∑ 𝑀𝑥;                       (3) 

𝐽𝑦(1 + λ55
′ )ψ̈  = ∑ 𝑀𝑦; 

𝐽𝑧(1 + λ66
′ )φ̈  = ∑ 𝑀𝑧, 

где 𝐷 – массовое водоизмещение судна;  λ11
′

,  λ22
′  и λ33

′  
– коэффициенты присоединенных масс воды и льда 
по осям х, y и z соответственно; λ44

′ ,  λ55
′ ,  λ66

′
 — 

коэффициенты присоединенного момента инерции 
от масс воды при вращении вокруг осей x, y, z;  
𝐽𝑥 ,   𝐽𝑦,   𝐽𝑧 – моменты инерции ледокола относительно 

осей x, y, z; 𝐹𝑥,   𝐹𝑦,   𝐹𝑧 – сумма проекций всех сил на 

оси х, y, z; 𝑀𝑥, 𝑀𝑦, 𝑀𝑧 – суммы моментов всех сил 

относительно центра тяжести; 𝑥̈ =  
𝑑2 𝑥

𝑑 𝑡2
=

𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
  - 

продольное ускорение судна; 𝑦̈ =  
𝑑2 𝑦

𝑑 𝑡2
=

𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
  - 

поперечное ускорение судна; 𝑧̈ =  
𝑑2 𝑧

𝑑 𝑡2
=

𝑑𝑣𝑧

𝑑𝑡
  - 

вертикальное ускорение судна; x,y, z – перемещение 

судна вдоль осей х, y, z; θ̈ =  
𝑑2 θ

𝑑 𝑡2
 -  угловое ускорение 

вокруг оси x; ψ̈ =  
𝑑2 ψ

𝑑 𝑡2
 -  угловое ускорение вокруг оси 

y; φ̈ =  
𝑑2 φ

𝑑 𝑡2
 -  угловое ускорение вокруг оси z; θ, ψ, φ – 

углы поворота относительно осей x, y, z. 
Если рассматривать прямолинейное движение 

судна в продольной вертикальной плоскости в 
ледовых условиях, исключив смещение судна вдоль 
оси y, крен (θ) и рыскание (φ), то уравнения движения 
можно записать: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈  = ∑ 𝐹𝑥; 

𝐷(1 + λ33
′ )𝑧̈  = ∑ 𝐹𝑧;                         (4) 

https://sea-man.org/ponyatie-uravnoveshennosti.html#opredelenie-rezul-tiruyuschih-sil-inercii-mnogocilindrovogo-dvigatelya
https://sea-man.org/ponyatie-uravnoveshennosti.html#opredelenie-rezul-tiruyuschih-sil-inercii-mnogocilindrovogo-dvigatelya
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𝐽𝑦(1 + λ55
′ )ψ̈  = ∑ 𝑀𝑦. 

Движение ледокола можно рассматривать как 
движение системы координат Gxyz относительно 
Ox'y'z'. Будем полагать, что при движении ледокола 
его посадка меняется незначительно. Более того, 
Enkvist'ом были поставлены специальные опыты со 
свободной и жесткой запряжкой модели [1], 
показывающие независимость сопротивления от 
изменения осадки и дифферента. Это не 
оспаривалось учеными на протяжении более сорока 
лет. Поэтому перемещение Gxyz будем 
рассматривать только вдоль оси Ox', обозначим его 
x. Тогда при исследованиях динамики движения 
ледокола будем решать уравнение: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈  = ∑ 𝐹𝑥.                          (5) 

При составлении уравнений будем считать, что 
движение судна происходит в горизонтальной 
плоскости с изменяющейся линейной скоростью v. В 
качестве внешних сил ∑ 𝐹𝑥 выступает полезная тяга 
движителей ледокола Pe на переднем или заднем 
ходу и ледовое сопротивление Rл , определяемое 
для различных условий движения. 

Здесь и в дальнейшем будем оперировать 
чистым ледовым сопротивлением R и тягой на гаке 
Рг (называемой по аналогии с буксирами), имея в 
виду индексы «пх» для переднего  и «зх» заднего 
хода. 

Чистое ледовое сопротивление R определяются 
за вычетом сопротивления воды Rв движению 
ледокола:   

R= Rл − Rв. 

Тяга на гаке, называемая по аналогии с 
буксирами, определяется как разность между 
полезной тягой движителей 𝑃е и сопротивлением 
воды Rв при данной скорости движения: 

Рг = Pe − Rв. 

Коэффициент λ11
′  присоединенных масс воды 

λ11 и льда Δλ11 определяется: 

λ11
′ = λ11 + Δλ11. 

Коэффициент присоединенных масс воды λ11 [9]: 

λ11 =
5,91 (

𝐵
𝐿)

2

+ 7,76 (
𝐵
𝐿) − 0,269

48,4 − 6,89 (
𝐵
𝑇) + 1,47 (

𝐵
𝑇)

2

− 0,0475 (
𝐵
𝑇)

3 + 

+0,176 𝑎11δ Fr [1,09 − 0,015 (
𝐵

𝑇
)], 

где Fr =
𝑣

√𝑔𝐿
; L – длина судна; 𝑎11 = 0,918 - для 

ускоренного движения; 𝑎11 = 1,176 - для 
замедленного движения. 

Приращение коэффициента присоединенных 
масс, учитывающее влияние битого льда [9]: 

Δλ11 = 6,37 (
ℎ

𝑇
)

1,23
𝑆1,33  (

𝐿

𝐵
)

−1,34
, 

где S - сплоченность битого льда. 
Рассмотрим внешние силы, действующие на 

ледокол при его движении в продольной 
вертикальной плоскости.  

2. Определение тяги ледокола 

Тяга ледокола на гаке 𝑃г = f(𝑣) для приближенных 
расчетов может быть аппроксимирована 
выражением [1]:  

𝑃г = 𝑃ш [1 − 0,4 (
𝑣

𝑣0
) − 0,6 (

𝑣

𝑣0
)

2
], 

где Pш - тяга ледокола на швартовых на заднем или 
переднем ходу, кН;  v – скорость ледокола в текущий 
момент времени, м/с; v0 - скорость движения на 
чистой воде при заданной мощности, м/с.  

Предварительный анализ дифференциального 
уравнения (5) на предмет получения его 
аналитического решения позволил тягу на гаке, 
фигурирующую в уравнении аппроксимировать 
выражением 

𝑃г = 𝑃ш [1 − 1,4 (
𝑥̇

𝑣0
)

2
],                      (6) 

где 𝑥̇ =  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
  - скорость движения. 

Расхождение выражения (6) от первоначальной 
зависимости на скоростях в ледовых условиях 
составляет не более 5 %. 

Тяга на гаке 𝑃г на переднем 𝑃г пх  или заднем ходу 

𝑃г зх вычисляется в зависимости режима движения 
ледокола на переднем (пх) или заднем (зх) ходу.  

3. Ледовое сопротивления при движении 
ледокола в сплошном ледяном поле 

Для определения чистого ледового 
сопротивления при непрерывном движении в 
сплошном ледяном поле воспользуемся методом, 
который себя хорошо зарекомендовал и включает не 
только основные характеристики ледокола, физико-
механические свойства льда и снега, скорость 
движения, но и форму корпуса судна [1, 10, 11]: 

𝑅 = 𝑅р𝑣 + 𝑅pcт + 𝑅o𝑣 + 𝑅ост + 𝑅сн,              (7) 

где Rрv - зависящая от скорости движения 
составляющая сопротивления разрущению; Rрст - 
статическая составляющая сопротивления 
разрушению; Rоv зависящая от скорости 
составляющая сопротивления обломков льда;  
Rост статическая составляющая сопротивления 
обломков льда; Rсн - сопротивление снега.  

Для решения дифференциального уравнения (5) 
и получения аналитического решения будем 
использовать модель сопротивления (7), но 
исключив зависимость от скорости, оставив только 

зависимость от 𝑥̇2 . Поскольку в сплошных льдах 
суда движутся с небольшими скоростями, то отличие 
сопротивления по моделям составляет не более 3 %: 

𝑅 = 𝑘о𝑣ρлℎ𝐵 [(1 +
0,19

(0,215 + Frℎ tg φ1ф)

ρ

ρл

1

αℎ
) × 

× (Φи + 𝑓Φит) +
2ρ

ρл

Ωл

𝐵ℎ
(Φг + 𝑓Φгт)] 𝑥̇2 + 

+𝑘р

ℎ4

α𝑑
[(1 + 𝑓γлтф) + 𝑘сфγсф

𝑑α2

ℎ
√

tg φ2ф

1 + tg2 φ2ф

+ 

+ 0,66(1 + 𝑓Φлт)𝐵α +
𝑘сбΦс𝑑α3𝐵

ℎ
] 

+𝑘ост(ρ − ρл)𝑔ℎΩл(Φп + 𝑓Φпт) + 
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+𝑘сн(ρ − ρсн)𝑔ℎснΩл(Φп + 𝑓Φпт);               (8) 

𝑘сф = 1,5 ⋅ 10−3кПа-1; 𝑘сб = 0,5 ⋅ 10−3 кПа-1; 

 𝑘сн = 0,429;  γлтф = √
1

𝑛xф
2 +

1

𝑛zф
2 ;  γcф = √

1

𝑛zф
2 − 1 ; 

Φлт =
2

𝐵
∫ √

1

𝑛𝑥
2 +

1

𝑛𝑧
2

𝐵/2

0
d 𝑦; Φc =

2

𝐵
∫ √

1

𝑛𝑧
2 − 1

𝐵/2

0
d 𝑦; 

Φп =
1

Ωл
∫ 𝑛𝑥𝑛𝑧Ωл

d Ω ;  Φпт =
1

Ωл
∫ 𝑛𝑧Ωл

√1 − 𝑛𝑥
2 d Ω; 

Φг =
1

Ωл
∫ 𝑛𝑥

3
Ωл

d Ω;  Φгт =
1

Ωл
∫ 𝑛𝑥

2
Ωл

√1 − 𝑛𝑥
2 d Ω; 

Φи =
2

𝐵
∫ 𝑛𝑥

2𝐵/2

0
d 𝑦; Φит =

2

𝐵
∫ 𝑛𝑥√1 − 𝑛𝑥

2𝐵/2

0
d 𝑦; 

𝑛𝑥 =
tg φ2

√1+tg2 φ2+tg2 φ3

; 𝑛𝑧 =
tg φ3

√1+tg2 φ2+tg2 φ3

; 

 α = √ρ𝑔/𝑑4
; 𝑑 =

𝐸ℎ3

12(1−μ2)
; 

где kоv=3,71, kр=2,45106 кПа, kост=1,77 - эмпирические 
коэффициенты, компенсирующие неточности 
теоретической модели сопротивления сплошного 
льда, настроенные на натурные данные по работе 
ледоколов набегами; В – ширина ледокола, м; f – 
коэффициент трения льда о корпус судна; h – 
толщина льда, м; hсн – толщина снега, м; g – 

ускорение свободного падения, м/с2; Frℎ =
𝑣

√𝑔ℎ
 - число 

Фруда по толщине льда; v – скорость движения, м/с; 

л - площадь подводной части корпуса, облегаемая 
льдом, м2; nx , nz - направляющие косинусы внешней 
нормали к обшивке судна с продольной Оx и 

вертикальной Oz осями; 1, 2, 3  -  углы наклона 
батокса к горизонту, ватерлинии к диаметральной 
плоскости и шпангоута к вертикали в некоторой точке 

судовой поверхности; 1ф, 2ф, 3ф, nxф , nzф  - углы и 
направляющие косинусы на форштевне в районе 

действующей ватерлинии;  - параметр изгиба 

пластины на упругом основании; 𝑑 -  цилиндрическая 
жесткость ледяной пластины; Е – модуль упругости, 

кПа;  - коэффициент Пуассона льда; , л, сн – 
плотность воды, льда и снега, т/м3. 

Переписав (8) в более удобном виде имеем: 

𝑅 = 𝑘1 𝑥̇2 + 𝑘2  ,                         (9) 

𝑘1 = 𝑘о𝑣ρлℎ𝐵 [(1 +
0,19

(0,215 + Frℎ tg φ1ф)

ρ

ρл

1

αℎ
) × 

 × (Φи + 𝑓Φит) +
2ρ

ρл

Ωл

𝐵ℎ
(Φг + 𝑓Φгт)] 

𝑘2 = 𝑘р

ℎ4

α𝑑
[(1 + 𝑓γлтф) + 𝑘сфγсф

𝑑α2

ℎ
√

tg φ2ф

1 + tg2 φ2ф

+ 

+0,66(1 + 𝑓Φлт)𝐵α +
𝑘сбΦс𝑑α3𝐵

ℎ
] + 

 

+𝑘ост(ρ − ρл)𝑔ℎΩл(Φп + 𝑓Φпт) + 

+𝑘сн(ρ − ρсн)𝑔ℎснΩл(Φп + 𝑓Φпт), 

где 𝑥̇ − скорость движения. 
В выражении (9) сопротивление R вычисляется 

для переднего хода. Соответственно в выражения 

для определения 𝑘1  и 𝑘2  подставляются функции 
геометрии для переднего хода.  

4. Ледовое сопротивления при движении 
ледокола в битом льду 

Для определения чистого ледового 
сопротивления битого льда воспользуемся 
разработанным методом [12]: 

𝑅бл = 𝑅1 + 𝑅2 + 𝑅3 = 

= 𝑘ид (𝑐иρлℎ
𝐵

2
𝑣2(Фи + 𝑓Фит) + 

+𝑐гρ𝑣2ℎ
𝐵

2
(Фг

′ + 𝑓Фгт
′)) + 

+𝑘п(ρ − ρл)𝑔ℎ𝑏𝐵(Фп
′ + 𝑓Фпт

′) ;          (10) 

Φи =
2

𝐵
∫ 𝑛𝑥

2𝐵/2

0
d 𝑦; Φит =

2

𝐵
∫ 𝑛𝑥√1 − 𝑛𝑥

2𝐵/2

0
d 𝑦; 

ВЛ

Л

      

В

  

3

г

2
    =  x

L

n dL
B

; 

ВЛ

       

Л

2 2

г Вт

2
1 )  = − x x

L

n n dL
B

; 

ВЛ

       

п ВЛ

2
    =  z x

L

n n dL
B

;  

ВЛ

      

Л

 

2

пт В

2
1 )  = − z x

L

n n dL
B

 

Коэффициент си, учитывающий влияние 
присоединенных масс воды, зависит от размеров 
обломков льда и его можно оценить по формуле 
Пабста [13] для присоединенной массы 
прямоугольной пластины: 

си = 1 +
0,218 𝑏

ℎ
 

ρ

ρл
= 1 +

0,068

ℎ α
 

ρ

ρл
 . 

Коэффициент гидродинамического 
сопротивления льдин сг при их поперечном 
обтекании можно оценить с использованием данных 
[1]. Для пластины, обтекаемой аналогично, сг = 2. 
Средняя протяженность обломков льда b, зависящая 
от его толщины, определяется изгибом пластин на 
упругом основании и приближенно может быть 

принята из соотношения b = 0,312 = const. 
Эмпирические коэффициенты kид, kп, 

компенсирующие неточности теоретической модели 
сопротивления битого льда были настроены на 
натурные данные по работе ледоколов набегами и 
составили kид = 1,38; kп = 0,70. 

Перепишем выражение (10) в более удобной для 
исследований форме: 

𝑅бл = 𝑘3𝑥̇2 + 𝑘4,                         (11) 

𝑘3 = 𝑘ид (𝑐иρлℎ
𝐵

2
(Фи + 𝑓Фит) + 𝑐г𝜌ℎ

𝐵

2
(Фг

′ + 𝑓Фгт
′)), 

𝑘4 = 𝑘п(ρ − ρл)𝑔ℎ𝑏𝐵(Φп
′ + 𝑓Φпт

′). 

В выражении (11) сопротивление 𝑅бл может 

вычисляться как для переднего 𝑅бл пх , так и для 

заднего 𝑅бл зх хода в зависимости режима движения 
ледокола. Соответственно в выражения для 
определения 𝑘3 пх и 𝑘4 пх или 𝑘3 зх  𝑘4 зхподставляются 

функции геометрии и, ит, г, гт, п, пт для 
переднего хода или заднего хода. 
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5. Дифференциальные уравнения движения 
ледокола в ровном сплошном льду 

Основным режимом движения ледокола в 
сплошных льдах непредельной толщины является 
непрерывное движение носом с постоянной или 
переменной скоростью.  

В сплошном ровном льду суда могут двигаться 
ускоренно, замедленно и с постоянной скоростью.  

Рассмотрим каждый вариант движения 
последовательно, учитывая только движение носом 
вперед.  

Ускоренное движение происходит за счет 
превышения тяги ледокола над ледовым 
сопротивлением при соответствующих скоростях. 
Уравнение поступательного движения имеет вид: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃г − 𝑅.                      (12) 

Подставляя в уравнение (12) выражения для 𝑃г  
(6) и R (9) перепишем (12) в развернутом виде: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃ш [1 − 1,4 (

𝑥̇

𝑣0
)

2

] − 𝑘1 𝑥̇2 −  𝑘2 

или 

𝑥̈ + 𝐴1𝑥̇2 = 𝐵1,                     (13) 

𝐴1 =
1,4𝑃ш+𝑘1 𝑣0

2

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵1 =
𝑃ш−𝑘2 

(1+λ11
′ )𝐷

. 

Рассмотрим вариант движения: торможение 
ледокола до полной остановки. 

Торможение происходит за счет того, что 
сопротивление превышает тягу винтов, или тяга 
винтов равна нулю (холостой ход), или направлена в 

сторону, противоположную движению ледокола (𝑃ш). 
Уравнение поступательного движения на 

холостом ходу имеет вид: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = −𝑅,                   (14) 

С учетом (9) перепишем дифференциальное 
уравнение (14) в развернутом виде: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = −𝑘1 𝑥̇2 −  𝑘2 

или   

𝑥̈ + 𝐴2𝑥̇2 = − 𝐵2,                     (15) 

𝐴2 =
𝑘1 

(1+λ11
′ )𝐷

  ; 𝐵2 =
𝑘2 

(1+λ11
′ )𝐷

 . 

Торможение ледокола может осуществляться при 
работе гребных винтов на задний ход. Тогда 
уравнение движения ледокола на переднем ходу 
имеет вид: 

• 𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = −𝑃г − 𝑅,                   (16) 

С учетом (6),  (9) перепишем дифференциальное  
уравнение (16) в развернутом виде: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = − 𝑃ш [1 − 1,4 (

𝑥̇

𝑣0
)

2
] − 𝑘1 𝑥̇2 −  𝑘2.   (17) 

Уравнение (17) имеет два решения: 

• для случая 1,4𝑃ш > 𝑘1 𝑣0
2 

𝑥̈ − 𝐴3𝑥̇2 = −𝐵3,                    (18) 

𝐴3 =
1,4𝑃ш−𝑘1 𝑣0

2

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵3 =
𝑃ш+𝑘2 

(1+λ11
′ )𝐷

 

• для случая 1,4𝑃ш < 𝑘1 𝑣0
2 

𝑥̈ + 𝐴4𝑥̇2 = −𝐵4,                  (19) 

𝐴4 =
𝑘1 𝑣0

2−1,4𝑃ш

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵4 = 𝐵3 =
𝑃ш+𝑘2 

(1+λ11
′ )𝐷

 

При торможении ледокола за счет того, что 
сопротивление превышает тягу винтов, уравнение 
поступательного движения имеет вид: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃г − 𝑅.                     (20) 

С учетом (6),  (9) перепишем (20): 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃ш [1 − 1,4 (

𝑥̇

𝑣0
)

2

] − 𝑘1 𝑥̇2 −  𝑘2 

или 

𝑥̈ + 𝐴5𝑥̇2 = 𝐵5,                      (21) 

𝐴5 =
1,4𝑃ш+𝑘1 𝑣0

2

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵5 = −
𝑃ш−𝑘2 

(1+λ11
′ )𝐷

. 

В выражении для постоянной величины 𝐵5  

 𝑃ш < 𝑘2 и 𝐵5 принимает положительное значение. 
Это соответствует торможению ледокола вплоть до 
полной остановки во льду толщиной больше 
предельной. 

При торможении ледокола возможен случай, 
когда толщина льда окажется меньше предельной. В 
этом случае скорость ледокола уменьшается не до 
нуля, а до установившейся скорости в сплошном 
ледяном поле. Для этого случая 𝑃ш > 𝑘2. 
Дифференциальное уравнение имеет вид: 

𝑥̈ + 𝐴5𝑥̇2 = 𝐵6,      𝐵6 =
𝑃ш−𝑘2 

(1+λ11
′ )𝐷

.             (22) 

6. Дифференциальные уравнения движения 
ледокола в канале битого льда 

В битом льду суда могут двигаться ускоренно, 
замедленно и с постоянной скоростью. Рассмотрим 
каждый вариант движения последовательно.  

Уравнение поступательного движения при 
ускоренном движении имеет вид: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃г − 𝑅бл,                      (23) 

С учетом (6) и (11), уравнение (23) перепишем в 
развернутом виде: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃ш [1 − 1,4 (

𝑥̇

𝑣0
)

2

] − 𝑘3 𝑥̇2 −  𝑘4 

или 

𝑥̈ + 𝐴7𝑥̇2 = 𝐵7,                        (24) 

𝐴7 =
1,4𝑃ш+𝑘3 𝑣0

2

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵7 =
𝑃ш−𝑘4 

(1+λ11
′ )𝐷

. 

Рассмотрим вариант движения - торможение 
ледокола до полной остановки. 

Торможение происходит за счет того, что 
сопротивление превышает тягу винтов, или тяга 
винтов равна нулю (холостой ход), или направлена в 
сторону, противоположную движению ледокола (𝑃ш). 

Уравнение поступательного движения на 
холостом ходу имеет вид: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = −𝑅бл,                    (25) 
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С учетом (11) перепишем дифференциальное 
уравнение (13) в развернутом виде: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = −𝑘3 𝑥̇2 −  𝑘4 

или   

𝑥̈ + 𝐴8𝑥̇2 = − 𝐵8,                   (26) 

𝐴8 =
𝑘3 

(1+λ11
′ )𝐷

  ; 𝐵8 =
𝑘4 

(1+λ11
′ )𝐷

 . 

Торможение ледокола может осуществляться при 
работе гребных винтов на задний ход. Тогда 
уравнение движения ледокола на переднем ходу 
имеет вид: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = −𝑃г − 𝑅бл  .              (27) 

или 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = − 𝑃ш [1 − 1,4 (

𝑥̇

𝑣0
)

2
] − 𝑘3 𝑥̇2 −  𝑘4.   (28) 

Уравнение (28) имеет два решения по аналогии с 
(17): 

• для случая 1,4𝑃ш > 𝑘3 𝑣0
2 

𝑥̈ − 𝐴9𝑥̇2 = −𝐵9,                      (29) 

𝐴9 =
1,4𝑃ш−𝑘3 𝑣0

2

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵9 =
𝑃ш+𝑘4 

(1+λ11
′ )𝐷

 

• для случая 1,4𝑃ш < 𝑘3 𝑣0
2 

𝑥̈ + 𝐴10𝑥̇2 = −𝐵10,                   (30) 

𝐴10 =
𝑘3 𝑣0

2−1,4𝑃ш

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵10 =
𝑃ш+𝑘4 

(1+λ11
′ )𝐷

. 

При торможении ледокола за счет того, что 
сопротивление превышает тягу винтов, уравнение 
поступательного движения имеет вид: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃г − 𝑅бл.                  (31) 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃ш [1 − 1,4 (

𝑥̇

𝑣0
)

2

] − 𝑘3 𝑥̇2 −  𝑘4 

или 

𝑥̈ + 𝐴11𝑥̇2 = 𝐵11,                       (32) 

𝐴11 =
1,4𝑃ш+𝑘3 𝑣0

2

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵11 = −
𝑃ш−𝑘4 

(1+λ11
′ )𝐷

. 

 
В выражении для постоянной величины 𝐵11  

 𝑃ш < 𝑘4 и она принимает положительное значение. 

Это соответствует торможению ледокола вплоть до 
полной остановки в битом сплоченном и наслоенном 
льду. 

7. Практическое применение 

Важной характеристикой, определяющей 
ледокольные качества судна при работе в любых 
ледовых условиях, является не только путь, 
пройденный ледоколом, но и время, средняя 
скорость продвижения судна. 

Определение этих параметров представляет 
практический интерес для решения задач ходкости 
при работе ледокола в различных ледовых условиях. 
Для этого представленные уравнения динамики 
решены и получены их аналитические решения для 
прямолинейного движения ледокола в различных 
ситуациях, ориентируясь на те варианты, которые 
возможны при движении в условиях сложной 
ледовой обстановки: работа набегами или движение 
в торосах. Полученные аналитические решения 
дифференциальных уравнений движения ледокола 
позволят более эффективно решать задачи 
проектирования судов. 

Понимание динамики движения ледоколов 
позволяет: оптимизировать форму корпуса судов; 
оптимизировать маршруты следования, учитывая 
состояние льда и погодные условия; повысить 
безопасность плавания в сложных ледовых 
условиях. 

Заключение 

Математические модели позволяют теоретически 
описать движение ледокола в различных ледовых 
условиях: в битом или сплошном льду, непрерывным 
ходом или набегами, в ровных льдах или в 
торосистых. Они служат основой для теоретических 
и полуэмпирических моделей с привлечением 
данных натурных и модельных экспериментов, а 
также позволяют прогнозировать ходкость ледокола 
при движении в любой ледовой обстановке, в том 
числе сложной.  

Таким образом, изучение динамики движения 
ледоколов является необходимым условием для 
успешного освоения Арктики и Антарктики, 
способствуя эффективности и безопасности 
навигации в экстремальных климатических зонах, 
выбору правильной тактики движения в сложных 
условиях маневрирования.    
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Аннотация. При прокладке канала в условиях продленной навигации ледоколы часто встречаются с 
нестационарными условиями движения. Таким является движение на торосистых участках акватории. Торосы 
представляют собой значительные препятствия, затрудняющие движение судна. Если методики оценки 
ходкости в ровных сплошных льдах при установившемся движении существуют, то прогнозирование ходкости 
ледоколов во льдах, отличающихся торосистостью, является актуальным на сегодняшний день. Для 
сохранения Россией лидирующих позиций в освоении арктической зоны необходимо проектирование новых 
ледоколов и прогнозирование ледовой ходкости на начальных этапах проектирования, в том числе в тяжелых 
ледовых условиях через гряды торосов, когда движение является неустановившемся. Описано движение 
ледокола в тяжелых ледовых условиях в торосистых льдах: непрерывным ходом и набегами, когда толщина 
льда больше преодолеваемой непрерывным ходом. Приведены дифференциальные уравнения движения и 
получены аналитические решения этих уравнений. Аналитические решения дифференциальных уравнений 
используются для нахождения средней скорости движения в торосистых льдах и позволяют прогнозировать 
время прибытия в пункт назначения. Знание времени прибытия позволяет капитану заранее планировать 
маневры, выбирать оптимальные маршруты, что помогает лучше организовать работу судовых служб и 
повысить эффективность эксплуатации ледоколов в сложных условиях Арктики. 
Ключевые слова: ледокол, тяжелые ледовые условия, торосы, дифференциальные уравнения движения, 
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Введение 

Северный морской путь (СМП), пролегающий 
вдоль арктического побережья России, представляет 
собой важнейшую транспортную артерию, 
соединяющую Европу и Азию. Эффективность и 
безопасность его эксплуатации во многом зависят от 
способности ледоколов успешно справляться с 
различными ледовыми условиями [1]. При прокладке 
канала в условиях продленной навигации ледоколы 
часто встречаются с нестационарными условиями 
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движения. Таким может быть движение на 
торосистых участках акватории, которое является 
неустановившимся и осуществляется непрерывным 
ходом или набегами [2, 3]. Если методики оценки 
ходкости в ровных сплошных льдах при 
установившемся движении существуют [4, 5], то 
прогнозирование ходкости ледоколов во льдах, 
отличающихся торосистостью, является актуальной 
на сегодняшний день. 

Для сохранения Россией лидирующих позиций в 
освоении арктической зоны и развитии морских 
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путей, обеспечивающих доступ к ресурсам региона и 
повышение экономической выгоды от 
международной торговли необходимо 
проектирование новых ледоколов и прогнозирование 
ледовой ходкости на начальных этапах 
проектирования, в том числе в тяжелых ледовых 
условиях через гряды торосов, когда движение 
является неустановившимся. 

1. Непрерывное движение ледокола в торосах 

Движение ледокола в торосистых льдах не 
является установившимся. Оно состоит из 
отдельных этапов: торможения при встрече с грядой 
торосов либо до полной остановки, либо до 
минимальной скорости; разгона при встрече с 
ровным сплошным льдом и достижения скорости 
установившегося движения. Эта работа повторяется 
циклически и в идеализированных ледовых условиях 
при непрерывном движении без заклинивания и 
остановок может быть описана следующим образом. 

Ледокол движется в сплошном ледяном покрове 
постоянной толщины h, покрытом снегом толщиной 
hс, непрерывным ходом курсом перпендикулярным к 
грядам торосов приведенной толщины hт и шириной 
bт. При этом ледокол попеременно преодолевает 
меньшее сопротивление ровного сплошного льда и 
большее сопротивление при прохождении торосов. 
Расстояние между грядами торосов b.  

Очевидно, что при безостановочном движении 
скорость ледокола будет колебаться, возрастая в 
ровном льду и уменьшаясь в торосе. Поэтому 
среднюю скорость движения ледокола – скорость 
прокладки трассы, как основной показатель ходкости, 
за один цикл можно рассчитать по формуле 

𝑣 =
𝑏+𝑏т

𝑡+𝑡т
,             (1) 

где t и tт – время движения в ровном льду и торосе 
за один цикл. 

2. Приведенная толщина торосистого участка 

Торос имеет сложную геометрию [6, 7], которую 
трудно заложить в расчётные методики ледовой 
ходкости (рис. 1). Поэтому в расчетных методиках 
используются приведённые характеристики 
торосистых участков: приведённая толщина hт; 
ширина гряды торосов bт. 

Приведённую толщину гряды торосов можно 
определить, как отношение общей площади 
поперечного сечения к ширине этой гряды: 

ℎпр =
𝑆т

𝑏т
, м, 

где Sт – общая площадь тороса, м2; 
Общую площадь тороса можно представить в 

виде суммы трех ее составляющих площадей его 
составляющих: 

𝑆т = 𝑆п + 𝑆к + 𝑆кс, 

где Sп – площадь паруса, м2; Sк – площадь киля, м2; 
Sт – площадь консолидированного слоя, м2. 
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Рис. 1. Геометрия тороса 

3. Динамика непрерывного движения ледокола 
на торосистых участках 

Для определения скорости движения ледокола (1) 
рассмотрим решения дифференциальных 
уравнений. При составлении уравнений будем 
считать, что движение судна происходит в 
горизонтальной плоскости с изменяющейся 

линейной скоростью v. В качестве внешних сил ∑ 𝐹𝑥 
выступает полезная тяга движителей ледокола Pe на 
переднем или заднем ходу и ледовое сопротивление 
Rл , определяемое для различных условий движения: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈  = ∑ 𝐹𝑥,                          (2) 

где D – массовое водоизмещение судна; λ11
′  - 

коэффициент присоединенных масс воды и льда по 

оси х; 𝑥̈ =  
𝑑2 𝑥

𝑑 𝑡2 =
𝑑𝑣𝑥

𝑑𝑡
  - продольное ускорение судна;  

x  – перемещение судна вдоль оси х; t - время 
движения. 

Здесь и в дальнейшем будем оперировать 
чистым ледовым сопротивлением R и тягой на гаке 
Рг (называемой по аналогии с буксирами), имея в 
виду индексы «пх» для переднего  и «зх» заднего 
хода. 

Чистое ледовое сопротивление R определяются 
за вычетом сопротивления воды Rв движению 
ледокола:   

R= Rл − Rв. 

Тяга на гаке, называемая по аналогии с 
буксирами, определяется как разность между 
полезной тягой движителей 𝑃е и сопротивлением 
воды Rв при данной скорости движения: 

Рг = Pe − Rв. 

Тяга ледокола на гаке 𝑃г = f(𝑣) для приближенных 
расчетов может быть аппроксимирована 
выражением [5]:  

𝑃г = 𝑃ш [1 − 0,4 (
𝑣

𝑣0
) − 0,6 (

𝑣

𝑣0
)

2

], 

где Pш - тяга ледокола на швартовых на заднем или 
переднем ходу, кН;  v0 - скорость движения на чистой 
воде при заданной мощности, м/с.  

Предварительный анализ дифференциального 
уравнения (2) на предмет получения его 
аналитического решения позволил тягу на гаке, 
фигурирующую в уравнении аппроксимировать 
выражением 

𝑃г = 𝑃ш [1 − 1,4 (
𝑥̇

𝑣0
)

2

],                  (3) 

где 𝑥̇ =  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 = v - скорость движения. 
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Расхождение выражения (3) от первоначальной 
зависимости на скоростях в ледовых условиях 
составляет не более 5 %. 

Тяга на гаке 𝑃г на переднем 𝑃г пх  или заднем ходу 

𝑃г зх  вычисляется в зависимости режима движения 
ледокола на переднем (пх) или заднем (зх) ходу.  

Для определения чистого ледового 
сопротивления при непрерывном движении в 
сплошном ледяном поле воспользуемся методом, 
который себя хорошо зарекомендовал и включает в 
себя не только основные характеристики ледокола, 
физико-механические свойства льда и снега, 
скорость движения, но и форму корпуса судна [5]: 

𝑅 = 𝑘1 𝑥̇2 +  𝑘2  ,                         (4) 

𝑘1 = 𝑘о𝑣ρлℎ𝐵 [(1 +
0,19

(0,215 + Frℎ tg φ1ф)

ρ

ρл

1

αℎ
) × 

 × (Φи + 𝑓Φит) +
2ρ

ρл

Ωл

𝐵ℎ
(Φг + 𝑓Φгт)] 

𝑘2 = 𝑘р

ℎ4

α𝑑
[(1 + 𝑓γлтф) + 𝑘сфγсф

𝑑α2

ℎ
√

tg φ2ф

1 + tg2 φ2ф

+ 

+0,66(1 + 𝑓Φлт)𝐵α +
𝑘сбΦс𝑑α3𝐵

ℎ
] + 

+𝑘ост(ρ − ρл)𝑔ℎΩл(Φп + 𝑓Φпт) + 

+𝑘сн(ρ − ρсн)𝑔ℎснΩл(Φп + 𝑓Φпт), 

𝑘сф = 1,5 ⋅ 10−3кПа-1; 𝑘сб = 0,5 ⋅ 10−3 кПа-1; 

 𝑘сн = 0,429; γлтф = √
1

𝑛xф
2 +

1

𝑛zф
2 ;  γcф = √

1

𝑛zф
2 − 1 ; 

Φлт =
2

𝐵
∫ √

1

𝑛𝑥
2 +

1

𝑛𝑧
2

𝐵/2

0
d 𝑦; Φc =

2

𝐵
∫ √

1

𝑛𝑧
2 − 1

𝐵/2

0
d 𝑦; 

Φп =
1

Ωл
∫ 𝑛𝑥𝑛𝑧Ωл

d Ω ;  Φпт =
1

Ωл
∫ 𝑛𝑧Ωл

√1 − 𝑛𝑥
2 d Ω; 

Φг =
1

Ωл
∫ 𝑛𝑥

3
Ωл

d Ω;  Φгт =
1

Ωл
∫ 𝑛𝑥

2
Ωл

√1 − 𝑛𝑥
2 d Ω; 

Φи =
2

𝐵
∫ 𝑛𝑥

2𝐵/2

0
d 𝑦; Φит =

2

𝐵
∫ 𝑛𝑥√1 − 𝑛𝑥

2𝐵/2

0
d 𝑦; 

𝑛𝑥 =
tg φ2

√1+tg2 φ2+tg2 φ3
; 𝑛𝑧 =

tg φ3

√1+tg2 φ2+tg2 φ3
; 

 α = √ρ𝑔/𝑑4 ; 𝑑 =
𝐸ℎ3

12(1−μ2)
; 

где  kоv=3,71, kр=2,45106 кПа, kост=1,77 - 
эмпирические коэффициенты, компенсирующие 
неточности теоретической модели сопротивления 
сплошного льда, настроенные на натурные данные 
по работе ледоколов набегами; В – ширина 
ледокола, м; f – коэффициент трения льда о корпус 
судна; h – толщина льда, м; hсн – толщина снега, м; g 

– ускорение свободного падения, м/с2; Frℎ =
𝑣

√𝑔ℎ
 - 

число Фруда по толщине льда; v – скорость 

движения, м/с; л - площадь подводной части 
корпуса, облегаемая льдом, м2; nx , nz - 
направляющие косинусы внешней нормали к 
обшивке судна с продольной Оx и вертикальной Oz 

осями; 1, 2, 3  -  углы наклона батокса к горизонту, 
ватерлинии к диаметральной плоскости и шпангоута 
к вертикали в некоторой точке судовой поверхности; 

1ф, 2ф, 3ф, nxф , nzф  - углы и направляющие 
косинусы на форштевне в районе действующей 

ватерлинии;  - параметр изгиба пластины на 

упругом основании; 𝑑 -  цилиндрическая жесткость 

ледяной пластины; Е – модуль упругости, кПа;  - 

коэффициент Пуассона льда; , л, сн – плотность 
воды, льда и снега, т/м3. 

В выражении (4) сопротивление R вычисляется 
для переднего хода. Соответственно в выражения 
для определения 𝑘1  и 𝑘2  подставляются функции 
геометрии для переднего хода.  

Запишем уравнение (2) для различных режимов 
движения:  

• ускоренное движение на переднем ходу (тяга 
превышает ледовое сопротивление)  

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃г пх − 𝑅пх ,                   (5) 

а с учетом (3) и (4): 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃ш пх [1 − 1,4 (

𝑥̇

𝑣0
)

2
] − 𝑘1 пх  𝑥̇2 −  𝑘2 пх; 

𝑥̈ + 𝐴1𝑥̇2 = 𝐵1,                        (6) 

𝐴1 =
1,4𝑃ш пх+𝑘1 пх 𝑣0

2

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵1 =
𝑃ш пх −𝑘2 пх 

(1+λ11
′ )𝐷

; 

• замедленное движение (ледовое сопротивление 
превышает тягу) на переднем ходу до некоторой 
установившейся скорости  

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃г пх − 𝑅пх,                 (7) 

с учетом (3) и (4) перепишем (7): 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃ш пх [1 − 1,4 (

𝑥̇

𝑣0
)

2

] − 𝑘1 пх 𝑥̇2 −  𝑘2 пх 

или для этого случая 𝑃ш пх > 𝑘2 пх: 

𝑥̈ + 𝐴2𝑥̇2 = 𝐵3, 

𝐴2 =
1,4𝑃ш+𝑘1 пх 𝑣0

2

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ;  𝐵3 =
𝑃ш пх−𝑘2 пх 

(1+λ11
′ )𝐷

.       (8) 

• торможение ледокола до полной остановки за 
счет того, что сопротивление превышает тягу винтов 
на переднем ходу: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃г пх − 𝑅пх,                    (9) 

с учетом (3) и (4) перепишем (9): 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃ш пх [1 − 1,4 (

𝑥̇

𝑣0
)

2

] − 𝑘1 пх 𝑥̇2 −  𝑘2 пх 

или для этого случая 𝑃ш пх < 𝑘2 пх: 

𝑥̈ + 𝐴2𝑥̇2 = 𝐵2,                       (10) 

𝐴2 =
1,4𝑃ш пх+𝑘1пх 𝑣0

2

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵2 = −
𝑃ш пх−𝑘2пх 

(1+λ11
′ )𝐷

. 

Решение уравнения (6) будем искать с учетом 
начальных условий, соответствующих началу 
маневра:  при t=0  x=0, 𝑥̇ = 𝑣0, где 𝑣0 - скорость 
движения в момент времени равный нулю. 

Для решения уравнения (6) сделаем замену 
переменных: 

𝑄(𝑥) = 𝑥̇2; 
1

2
𝑄′(𝑥) = 𝑥̈.                    (11) 

Выражения (11) подставляем в уравнение (6): 
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𝑄′(𝑥) = 2(𝐵1 − 𝐴1 𝑄(𝑥)) 

Разделяя переменные и интегрируя, получаем: 

𝑄(𝑥) =
𝐵1−𝐶1 𝑒

(−2𝐴1𝑥)

𝐴1
;                   (12) 

𝑡 = √𝐴1  ∫
𝑑𝑥

√𝐵1−𝐶1 𝑒
(−2𝐴1𝑥)

+ 𝐶2,         (13) 

где 𝐶1, 𝐶2 - постоянные, определяемые с учетом 
начальных условий. 

Интеграл (13) для случая 

 𝐵1  > (𝐵1 − 𝐶1 𝑒
(−2𝐴1𝑥)) > 0 имеет решение: 

𝑡 =
1

√𝐴1𝐵1
  Arth √

𝐵1−𝐶1 𝑒
(−2𝐴1𝑥)

𝐵1
 + 𝐶2.          (14) 

Аналитическая зависимость 𝑥(𝑡)  имеет вид: 

𝑥(𝑡) =  − 
1

2𝐴1
ln [

𝐵1

𝐶1
  (1 − th2(√𝐴1𝐵1 (𝑡 − 𝐶2)))]. (15) 

Соответственно: 

𝑥̇ = √
𝐵1

𝐴1
  th(√𝐴1𝐵1 (𝑡 − 𝐶2)); 

 𝑥̈ =  
𝐵1

ch2(√𝐴1𝐵1 (𝑡−𝐶2))
.                      (16) 

Из уравнения (12) находим 𝐶1, а из уравнения (14) 
- 𝐶2 с учетом начальных условий и получаем 

𝐶1 = 𝐵1 − 𝑣0
2 𝐴1 ;𝐶2 =  − 

1

√𝐴1𝐵1
  Arth √

𝑣0
2 𝐴1

𝐵1
 .   (17) 

Таким образом, ускоренное движение ледокола 
описывается уравнениями (14)...(17). 

Уравнение (8) имеет аналогичное решение с 
уравнением (6). Поэтому сразу приведем его 
решение с учетом начальных условий, 

соответствующих началу маневра при t=0  x=0, 𝑥̇ =
𝑣0, где 𝑣0 - скорость движения в момент времени 
равный нулю: 

𝑡 =
1

√𝐴2𝐵3
  Arth √

𝐵3−𝐶3 𝑒
(−2𝐴5𝑥)

𝐵3
 + 𝐶4; 

𝑥(𝑡) = − 
1

2𝐴2
ln [

𝐵3

𝐶3
  (1 − cth2(√𝐴2𝐵3 (𝑡 − 𝐶4)))] . 

𝑥̇ =  √
𝐵3

𝐴2
  cth(√𝐴2𝐵3 (𝑡 − 𝐶4));         (18) 

𝑥̈ = − 
𝐵3

sh2(√𝐴2𝐵3 (𝑡−𝐶4))
; 

𝐶3 = 𝐵3 − 𝑣0
2 𝐴2 ;𝐶4 =  − 

1

√𝐴2𝐵3
  Arcth √

𝑣0
2 𝐴2

𝐵3
 , 

где 𝐶3, 𝐶4 - постоянные, определяемые с учетом 
начальных условий. 

В уравнении (10) для постоянной величины 𝐵5  

 𝑃ш < 𝑘2 и она принимает положительное значение. 
Это соответствует торможению ледокола вплоть до 
полной остановки во льду толщиной больше 
предельной. 

Решая уравнение (10) с учетом начальных 
условий, соответствующих началу маневра (при t=0  
x=0, 𝑥̇ = 𝑣0, где 𝑣0 - скорость движения в момент 
времени равный нулю) получим решение: 

𝑡 = −
1

√𝐴2𝐵2
  arctg √

𝐶5 𝑒
(−2𝐴2𝑥)−𝐵2

𝐵2
 + 𝐶6;     (19) 

𝑥(𝑡) =  − 
1

2𝐴2
ln [

𝐵2

𝐶5
  (tg2((𝐶6 − 𝑡)√𝐴2𝐵2 ) + 1)] ;  

𝑥̇ =  √
𝐵2

𝐴2
  tg((𝐶6 − 𝑡)√𝐴2𝐵2 );  𝑥̈ =  

𝐵2

cos2((𝐶6−𝑡)√𝐴2𝐵2)
; 

𝐶5 =  𝑣0
2 𝐴2+𝐵2;   𝐶6 =   

1

√𝐴2𝐵2
  arctg √

𝑣0
2 𝐴2

𝐵2
 , 

где 𝐶5, 𝐶6 - постоянные, определяемые с учетом 
начальных условий. 

Таким образом, замедленное движение ледокола 
до полной остановки описывается уравнениями (19). 

В результате решения дифференциальных 
уравнений с учетом начальных условий могут быть 
получены параметры ускоренного и замедленного 

движения ледокола: время t, путь x, скорость 𝑥̇ и 

ускорение 𝑥̈. 
Воспользовавшись аналитическими решениями 

дифференциальных уравнений, можно определить 
параметры t, tт, b=x(t), bт=x(tт) и соответственно 
среднюю скорость движения на участках акватории с 
торосистыми образованиями, спрогнозировать 
время прибытия в пункт назначения. 

4. Движение ледокола набегами при 
преодолении гряд торосов 

Практика эксплуатации и натурные испытания 
судов показывают [8, 9, 10, 11, 12], что в тяжелых 
льдах в суровые зимы торосы достигают размеров, 
которые ледокол не способен преодолеть 
непрерывным ходом.  

Если торосистые образования окажутся 
непреодолимыми непрерывным ходом, то ледокол 
будет прибегать к работе набегами.  

Процесс движения судна при форсировании 
торосистого образования можно разделить на 
четыре этапа: 

• первый этап – движение в ровном льду, в 
непосредственной окрестности торосистого 
образования; 

• второй – взаимодействие с торосом вплоть до 
остановки в нем; 

• третий – отход судна на дистанцию разбега; 

• четвертый – разгон на переднем ходу в канале и 
вторичное взаимодействие с торосистым 
образованием.  
Далее этапы со второго по четвертый 

повторяются до тех пор, пока судно окончательно не 
пройдет торосистое образование [11]. 

В этом случае для прогнозирования ходкости 
можно воспользоваться разработанной 
математической моделью для определения средней 
скорости движения набегами [13]. В зависимости от 
характеристик торосистой гряды (ширины bт, 
приведенной толщины hт) можно определить за 
сколько набегов будет преодолена гряда торосов. 
Параметры ходкости тогда можно определить 
следующим образом: 

• количество циклов n для преодоления гряды 
шириной bт:  

𝑛 =
𝑏т

𝑙пр
;                                 (20) 
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• средняя скорость движения  

𝑣т =
𝑏т

𝑛(𝑡от+𝑡зп+𝑡р+𝑡пр+𝑡пз+𝑡оз)
=

𝑛𝑙пр

∑ 𝑡
,        (21) 

где lпр- путь продвижения в сплошном льду за цикл; 
tот- время отхода назад ледокола за цикл; tзп- время 
реверса ЭУ (энергетической установки) с заднего 
хода на передний; tр- время разбега за цикл; tпр- 
время продвижения в сплошном льду за цикл; tпз- 
время реверса ЭУ с переднего хода на задний; tоз- 
время освобождения от заклинивания за цикл; ∑ 𝑡 - 
суммарное время, затраченное на преодоление 
торосистого участка за n циклов.  

5. Динамика движения ледокола при 
преодолении торосов набегами 

Для определения скорости движения ледокола 
набегами при преодолении торосистой гряды (21) 
рассмотрим дифференциальные уравнения 
движения и их решения.  

Взаимодействие с торосом (продвижение) вплоть 
до остановки в нем описывается уравнением (9) или 
(10) с решением (19).  

Отход судна на дистанцию разбега 
осуществляется в собственном канале битого льда 
за два этапа: ускоренное движение ледокола задним 
ходом (затрачивается время tр) и  торможения 
ледокола задним ходом до полной остановки 
(затрачивается время tзп). 

Уравнение поступательного ускоренного 
движения задним ходом имеет вид:  

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃 г зх  − 𝑅бл зх ,                (22) 

Для определения чистого ледового 
сопротивления битого льда воспользуемся 
разработанным методом [12]: 

𝑅бл = 𝑘3𝑥̇2 + 𝑘4,                          (23) 

𝑘3 = 𝑘ид (𝑐иρлℎ
𝐵

2
(Фи + 𝑓Фит) + 𝑐г𝜌ℎ

𝐵

2
(Фг

′ + 𝑓Фгт
′)); 

𝑘4 = 𝑘п(ρ − ρл)𝑔ℎ𝑏𝐵(Φп
′ + 𝑓Φпт

′); 

Φи =
2

𝐵
∫ 𝑛𝑥

2𝐵/2

0
d 𝑦; Φит =

2

𝐵
∫ 𝑛𝑥√1 − 𝑛𝑥

2𝐵/2

0
d 𝑦; 

ВЛ

Л

      

В

  

3

г

2
    =  x

L

n dL
B

; 

ВЛ

       

Л

2 2

г Вт

2
1 )  = − x x

L

n n dL
B

; 

ВЛ

       

п ВЛ

2
    =  z x

L

n n dL
B

;  

ВЛ

      

Л

 

2

пт В

2
1 )  = − z x

L

n n dL
B

; 

си = 1 +
0,218 𝑏

ℎ
 

ρ

ρл
= 1 +

0,068

ℎ α
 

ρ

ρл
 ; 

сг = 2; b = 0,312 = const. 

Эмпирические коэффициенты kид, kп, 
компенсирующие неточности теоретической модели 
сопротивления битого льда были настроены на 
натурные данные по работе ледоколов набегами и 
составили kид = 1,38; kп = 0,70. 

В выражении (23) сопротивление 𝑅бл может 

вычисляться как для переднего 𝑅бл пх , так и для 

заднего 𝑅бл зх хода в зависимости режима движения 
ледокола. Соответственно в выражения для 
определения 𝑘3 пх и 𝑘4 пх или 𝑘3 зх  𝑘4 зхподставляются 

функции геометрии и, ит, г, гт, п, пт для 
переднего хода или заднего хода. 

С учетом выражений для 𝑃 г   (3) и  𝑅бл  (23) 
дифференциальное уравнение ускоренного 
движения при отходе ледокола от ненарушенного 
ледяного покрова: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃ш зх [1 − 1,4 (

𝑥̇

𝑣0
)

2

] −  𝑘3 зх 𝑥̇2 −  𝑘4 зх 

или 

𝑥̈ + 𝐴7𝑥̇2 = 𝐵7,                       (24) 

𝐴7 =
1,4𝑃ш зх+ 𝑘3 зх 𝑣0

2

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵7 =
𝑃ш зх−𝑘4 зх 

(1+λ11
′ )𝐷

. 

Решение уравнения (24) по аналогии (6) с учетом 
начальных условий, соответствующих началу 
маневра:  при t=0  x=0, 𝑥̇ = 𝑣0, где 𝑣0 - скорость 
движения в момент времени равный нулю: 

𝑡 =
1

√𝐴7𝐵7
  Arth √

𝐵7−𝐶7 𝑒
(−2𝐴7𝑥)

𝐵7
 + 𝐶8;     (25) 

𝑥(𝑡) =  − 
1

2𝐴7
ln [

𝐵7

𝐶7
  (1 − th2(√𝐴7𝐵7 (𝑡 − 𝐶8)))]  ; 

𝑥̇ =  √
𝐵7

𝐴7
  th(√𝐴7𝐵7 (𝑡 − 𝐶8));  𝑥̈ =  

𝐵7

ch2(√𝐴7𝐵7 (𝑡−𝐶8))
; 

𝐶7 = 𝐵7 − 𝑣0
2 𝐴7 ;𝐶8 =  − 

1

√𝐴7𝐵7
  Arth √

𝑣0
2 𝐴7

𝐵7
 , 

где 𝐶7, 𝐶8 - постоянные, определяемые с учетом 
начальных условий. 

Таким образом, ускоренное движение ледокола 
задним ходом описывается уравнениями (25). 

Рассмотрим второй этап - торможение ледокола 
задним ходом до полной остановки. 

Торможение происходит за счет того, что тяга 
винтов ледокола направлена в сторону, 
противоположную движению ледокола, то есть при 
работе гребных винтов на передний ход. Тогда 
уравнение движения ледокола на заднем ходу имеет 
вид: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = −𝑃г пх − 𝑅бл зх.                 (26) 

С учетом (3), (23) перепишем дифференциальное  
уравнение (26) в развернутом виде: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = − 

− 𝑃ш пх [1 − 1,4 (
𝑥̇

𝑣0
)

2
] −  𝑘3 зх 𝑥̇2 −   𝑘4 зх . (27) 

Уравнение (27) имеет два решения: 

• для случая 1,4𝑃ш пх > 𝑘3 пх 𝑣0
2 

𝑥̈ − 𝐴9𝑥̇2 = −𝐵9;                     (28) 

𝐴9 =
1,4𝑃ш пх−𝑘3 зх 𝑣0

2

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵9 =
𝑃ш пх +𝑘4 зх 

(1+λ11
′ )𝐷

; 

• для случая 1,4𝑃ш пх < 𝑘3 𝑣0
2 

𝑥̈ + 𝐴10𝑥̇2 = −𝐵10;                   (29) 

𝐴10 =
𝑘3 зх 𝑣0

2−1,4𝑃ш пх

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵10 =
𝑃ш пх+𝑘4 зх 

(1+λ11
′ )𝐷

. 
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Решение уравнений (28) и (29) приведем с учетом 
начальных условий, соответствующих началу 
маневра:  при t=0  x=0, 𝑥̇ = 𝑣0.  

Решение уравнения (28):  

𝑡 = −
1

√𝐴9𝐵9
  Arth √

𝐶9 𝑒
(2𝐴9𝑥)+𝐵9

𝐵9
 + 𝐶10; 

𝑥(𝑡) =   
1

2𝐴9
ln [

𝐵9

𝐶9
  (th2((𝐶10 − 𝑡)√𝐴9𝐵9 ) − 1)] ;    

𝑥̇ =  √
𝐵9

𝐴9
  th((𝐶10 − 𝑡)√𝐴9𝐵9);          (30) 

𝑥̈ =  −
𝐵9

ch2((𝐶10−𝑡)√𝐴9𝐵9)
; 

𝐶9 = 𝑣0
2 𝐴9 − 𝐵9 ;   𝐶10 =   

1

√𝐴9𝐵9
  Arth √

𝑣0
2 𝐴9

𝐵9
 , 

где 𝐶9, 𝐶10 - постоянные, определяемые с учетом 
начальных условий. 

Решение уравнения  (29): 

𝑡 = −
1

√𝐴10𝐵10
  arctg √

𝐶11 𝑒
(−2𝐴10𝑥)+𝐵4

𝐵10
 + 𝐶12.; 

𝑥(𝑡) = −
1

2𝐴10
ln [

𝐵10

𝐶11
  (tg2((𝐶12 − 𝑡)√𝐴10𝐵10 ) + 1)] ; 

𝑥̇ =  √
𝐵10

𝐴10
  tg((𝐶12 − 𝑡)√𝐴10𝐵10);         (31) 

𝑥̈ =  −
𝐵10

cos2((𝐶8−𝑡)√𝐴10𝐵10)
; 

𝐶11 = 𝑣0
2 𝐴10 + 𝐵10 ;   𝐶12 =   

1

√𝐴10𝐵10
  arctg √

𝑣0
2 𝐴10

𝐵10
 , 

где 𝐶11, 𝐶12 - постоянные, определяемые с учетом 
начальных условий. 

Таким образом, замедленное движение ледокола 
задним ходом при работе гребных винтов на 
обратный (передний) ход описывается уравнениями 
(30) или (31) в зависимости от соотношения  величин 

1,4𝑃ш пх и 𝑘3 𝑣0
2. 

После полной остановки ледокол начинает разбег 
в собственном канале. При этом происходит 
ускоренное движение за счет превышения тяги 
ледокола над ледовым сопротивлением при 
соответствующих скоростях. На этом этапе скорость 

ледокола возрастает от нуля до некоторого значения 
vр, с которой ледокол входит в контакт с 
ненарушенным ледяным покровом. 

Уравнение поступательного движения при 
ускоренном движении имеет вид: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃г пх − 𝑅бл пх. 

С учетом (3) и (23) перепишем в развернутом 
виде: 

𝐷(1 + λ11
′ )𝑥̈ = 𝑃ш пх [1 − 1,4 (

𝑥̇

𝑣0
)

2

] − 𝑘3 пх 𝑥̇2 − 𝑘4 пх 

или 

𝑥̈ + 𝐴6𝑥̇2 = 𝐵6,                   (32) 

𝐴6 =
1,4𝑃ш пх+𝑘3 пх 𝑣0

2

(1+λ11
′ )𝐷𝑣0

2   ; 𝐵6 =
𝑃ш  пх−𝑘4 пх 

(1+λ11
′ )𝐷

. 

Решение уравнения (32) с учетом начальных 
условий, соответствующих началу маневра:  при t=0  

x=0, 𝑥̇ = 𝑣0, где 𝑣0 - скорость движения в момент 

времени равный нулю для случая 𝐵6  > (𝐵6 −

𝐶13 𝑒
(−2𝐴6𝑥)) > 0 имеет аналогичное решение с 

уравнением (24): 

𝑡 =
1

√𝐴6𝐵6
  Arth √

𝐵6−𝐶13 𝑒
(−2𝐴6𝑥)

𝐵6
 + 𝐶14   ; 

𝑥(𝑡) =  − 
1

2𝐴6
ln [

𝐵6

𝐶13
  (1 − th2(√𝐴6𝐵6 (𝑡 − 𝐶14)))]  ; 

𝑥̇ =  √
𝐵6

𝐴6
  th(√𝐴6𝐵6 (𝑡 − 𝐶14)); 

𝑥̈ =  
𝐵6

ch2(√𝐴6𝐵6 (𝑡−𝐶14))
;                 (33) 

𝐶13 = 𝐵6 − 𝑣0
2 𝐴6 ;𝐶14 =  − 

1

√𝐴6𝐵6
  Arth √

𝑣0
2 𝐴6

𝐵6
 , 

где 𝐶13, 𝐶14 - постоянные, определяемые с учетом 
начальных условий. 

Зная параметры торосистого участка с его 
приведенной толщиной и  воспользовавшись 
решениями дифференциальных уравнений (19), (25), 
(30), (31), (33) определяем число циклов n для 
преодоления гряды (20) и среднюю скорость 
продвижения в гряде торосов vт (21). 

Таблица 1  
Параметры движения ледокола в торосистых льдах 

Характеристики торосов 

Длина гряды тороса, м 24 45 24 71 61 

Ширина паруса W, м 7 8 7 21 19 

Высота паруса Hп, м 1,5 1,5 2 2,6 3,2 

Глубина киля Hк, м 6 6 8,5 9,7 11,5 

Ширина киля bк, м 21 31 21 52 50 

Толщина консолидированного слоя  Нкс, м 0,98 0,98 1,77 2,06 2,52 

Общая площадь тороса Sт, м2 56,6 81,7 82,5 241,3 275,8 

Приведенная толщина тороса hт, м 2,7 2,6 3,9 4,6 5,5 

Параметры движения ледокола проекта 21900 

Продвижение за цикл, м 17,4 18,2 9,1 5,9 2,6 

Количество циклов n, шт. 2 2 3 9 20 

Общее время на операции, мин. 5 5 9 32 66 

Средняя скорость преодоления гряды vт, м/с 0,115 0,123 0,050 0,028 0,013 
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6. Прогнозирование ходкости ледокола при 
движении в торосистых льдах 

Математическая модель расчета средней 
скорости движения набегами в торосистых льдах 
(20), (21) апробирована на примере ледокола 
проекта 21900 типа Москва с ледопроходимостью 1,4 
метра. 

Ледовые условия соответствовали условиям в 
юго-западной части Карского моря, в частности в 
Байдарацкой губе. Торосы достигали следующих 
размеров. Средняя высота их парусов составляла 
более 3 м, а средняя глубина килей превышала 11м 
при средней толщине торосов равной 13,3 м. 
Максимальная высота паруса составляла 4,5 м, 

максимальная глубина киля превышала 15 м, а 
максимальная толщина тороса была около 20 м [6]. 

Характеристики некоторых гряд торосов, 
принятые в расчетах, с учётом вычисления 
приведённых характеристик, приведены в табл. 1. 

Так как приведённая толщина встречающихся 
гряд торосов больше предельной толщины льда, 
преодолеваемой непрерывным ходом, то, очевидно, 
что ледокол будет преодолевать их набегами. С 
учётом тактики движения набегами, рассчитано 
количество циклов n, необходимых для преодоления 
гряд торосов в зависимости от их геометрии и 
размеров (табл. 1). Полученные характеристики 
приведены на рис. 2 и 3. 

  

Рис. 2. Зависимость средней скорости 
преодоления торосистого участка  

Рис. 3.  Зависимость длины продвижения за цикл и 
количества циклов при преодолении торосистого участка 

от его приведенной толщины 

Заключение 

Расчеты показывают, что в зависимости от 
размеров гряд торосов ледокол будет их 
преодолевать за несколько циклов, начиная с двух. 
При этом средняя скорость движения в торосах 
зависит от количества циклов. Данные натурных 
испытаний ледоколов проекта 21900М 
«Владивосток» и «Мурманск» [10], проведенные 
сотрудниками Крыловского государственного 
научного центра, подтверждают правильность 
расчетов. 

Торосы представляют собой значительные 
препятствия, затрудняющие движение судна. 
Аналитические решения дифференциальных 
уравнений движения используются для нахождения 
средней скорости движения в тяжелых ледовых 
условиях и позволяют прогнозировать время 
прибытия в пункт назначения. Знание времени 
прибытия позволяет капитану заранее планировать 
маневры, выбирать оптимальные маршруты, что 
помогает лучше организовать работу судовых служб 
и повысить эффективность эксплуатации ледоколов 
в сложных условиях Арктики. 
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Аннотация. Цель работы заключается в разработке методики прогнозирования ресурса пневмобаллонного 
ограждения шасси на воздушной подушке для различных типов летательных аппаратов. Основное внимание 
уделено анализу факторов износа покрышек, включая усталостные разрушения, механические повреждения и 
фрикционный износ, в зависимости от условий эксплуатации. Новизна исследования состоит в создании 
математических моделей, позволяющих количественно оценить износ оболочек пневмобаллонов на основе 
таких параметров, как тип поверхности, удельное давление и частота посадок. 
Проведённые расчёты показали, что максимальный износ наблюдается при эксплуатации на бетонных и 
асфальтовых поверхностях, тогда как на водных и ледовых покрытиях он минимален. Для самолёта с шасси на 
воздушной подушке «Динго» годовой износ составил 1,4 мм при ресурсе около трёх лет, в то время как для 
экраноплана «ЭП-100» эти показатели составили 1,1 мм и пять лет соответственно. Важным выводом стало 
подтверждение экономической эффективности экранопланов, которые, несмотря на большую массу, 
демонстрируют лучшие показатели ресурса благодаря ограниченному контакту с абразивными поверхностями. 
Разработанные формулы позволяют не только прогнозировать износ, но и оптимизировать программу 
экспериментальных исследований. Полученные результаты имеют практическое значение для повышения 
надёжности и снижения эксплуатационных затрат амфибийных летательных аппаратов, особенно в условиях 
неразвитой аэродромной инфраструктуры. Исследование подтверждает перспективность использования 
экранопланов как экономически выгодной альтернативы традиционным самолётам в специфических условиях 
эксплуатации. 
Ключевые слова: пневмобаллон, воздушная подушка, шасси на воздушкой подушке, экраноплан, самолет, 
амфибийный аппарат, ресурс, износ. 
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Prediction of the Service Life of Pneumatic Cushion Skirt for Air Cushion Landing 
Systems of Aircraft 
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Abstract. The aim of this work is to develop a methodology for predicting the service life of pneumatic cushion skirts 
for air cushion landing systems in various types of aircraft. The primary focus is on analyzing factors affecting tire wear, 
including fatigue failure, mechanical damage, and frictional wear, depending on operating conditions. The novelty of 
the research lies in the development of mathematical models that quantitatively assess the wear of pneumatic cushion 
envelopes based on parameters such as surface type, specific pressure, and landing frequency. 
Calculations have shown that maximum wear occurs during operation on concrete and asphalt surfaces, while minimal 
wear is observed on water and ice. For the «Dingo» aircraft with an air cushion landing system, annual wear was 1.4 
mm with a service life of about three years, whereas for the «EP-100» ekranoplan, these figures were 1.1 mm and five 
years, respectively. A key finding was the confirmation of the economic efficiency of ekranoplans, which, despite their 
greater mass, demonstrate better service life due to limited contact with abrasive surfaces. 
The developed formulas not only predict wear but also optimize the experimental research program. The obtained 
results have practical significance for improving the reliability and reducing operational costs of amphibious aircraft, 
especially in underdeveloped airfield infrastructure conditions. The study confirms the promise of ekranoplans as a 
cost-effective alternative to conventional aircraft in specific operational environments. 
Keywords: pneumatic cushion, air cushion, air cushion landing system, ekranoplan, aircraft, amphibious vehicle, 
service life, wear. 
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Введение 

В статье предложена методика прогнозирования 
ресурса пневмобаллонного ограждения шасси на 
воздушной подушке, основанная на математическом 
моделировании износа оболочек. Разработанный 
подход учитывает ключевые эксплуатационные 
факторы: тип поверхности, удельное давление в 
баллонах и частоту посадок. На основе 
экспериментальных данных выведены расчетные 
зависимости, позволяющие количественно оценить 
интенсивность износа в различных условиях. 

Практическая апробация методики проведена 
для двух типов летательных аппаратов - самолета 
"Динго" и экраноплана "ЭП-100". Установлено, что 
максимальный износ происходит при эксплуатации 
на твердых покрытиях (бетон, асфальт), тогда как на 
водных и ледовых поверхностях он минимален. 
Полученные результаты демонстрируют 
преимущества экранопланов по ресурсу 
пневмобаллонов благодаря особенностям их 
эксплуатации. 

Предложенная методика позволяет не только 
прогнозировать остаточный ресурс, но и 
оптимизировать программы обслуживания, что 
особенно актуально для амфибийных летательных 
аппаратов, работающих в условиях неразвитой 
инфраструктуры. 

Пневмобаллонное ограждение шасси на 
воздушной подушке (ШВП) используется на ряде 
летательных аппаратов (ЛА), например, 
«Демонстратор», «Динго», «Волга-2», «Поиск-02» и 
других [1,2,3,8,9].  

 

а) 

 

б) 

Рис. 1. Летательные аппараты с шасси на воздушной 
подушке. 

а) самолет с ШВП «Динго» [1], б) проект речного 
экраноплана с ШВП [2]. 

Ресурс ШВП в основном определяется ресурсом 
покрышек пневмобаллонов, играющих роль боковых 
элементов гибкого ограждения воздушной подушки 
(ВП). Ресурс покрышек определяется временем 
безопасной эксплуатации ШВП, и, в частности, 
критическим состоянием оболочек. 
Работоспособность оболочек, не зависимо от 
конструкции, определяется несколькими важными 
факторами, в том числе: 
а) усталостным разрушением оболочек; 
б) механическим повреждением;  
в) фрикционным износом подошвы.  

Усталостное разрушение вызвано 
высокочастотными колебаниями оболочек, причины 
которых могут быть разные. Например, 
самовозбуждающиеся колебания оболочек при 
пульсирующем истечение воздуха из камеры ВП. 
Такие колебания, как правило, возникают на ровной 
гладкой поверхности. Другой вид колебаний -
флагеллирование – колебания оболочки в полете. 
Третий вид колебаний -движение ЛА при разбеге на 
небольшом волнении типа «стиральная доска». При 
этих видах колебаний оболочка может разрушаться в 
местах перепада жесткости, например, за уступом 
срывника-редана или в местах крепления с 
металлическим каркасом. Эти виды разрушений 
описаны в работе [4].  

Механическое разрушение – это разрыв или 
отрыв оболочек при наезде на препятствие, 
например, на кусок рваного железа, острый 
арматурный прут, торос, обрубок дерева. 

Фрикционный износ характеризуется уносом 
части материала в следствие воздействия сил трения 
на подошву. В практике ограждений воздушной 
подушки ЛА баллонного типа этот вид воздействия на 
ресурс является основным. Схема сечения баллона, 
как вида ограждений, показана на рис. 2 [5]. 

 

Рис. 2. Общий вид-схема сечения пневмобаллона 

Очевидно, что ресурс ограждения самолётного 
ШВП существенно зависит от условий эксплуатации 
ЛА. Для регионов России ориентировочно частота 
взлётов-посадок (полетных циклов) с определённого 
вида поверхности аэродрома (гидродрома) в 
процентах от суммарного годового налёта показана в 
табл. 1 (области интенсивного и среднего износа 
затушеваны). 
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Таблица 1 
Доля лётного времени в % от годового налёта амфибии «Динго» 

Тип и прочность ВПП  Лето Осень Зима Весна За год в долях 

Бетон/асфальт     5 5 5 5 0,05 

Грунт        3 … 5 даН/см2 55 50 10 50 0,4125 

Вода/болото 40 40 5 40 0,3125 

Снег/лед 0 5 80 5 0,225  

 

Аналогично самолету с ШВП (СШВП) частота 
взлётов-посадок (полетных циклов) для 
экранопланов (ЭП) по видам посадочной 
поверхности ориентировочно показана в табл. 2. При 
этом посадка ЭП во всех случаях происходит либо на 
воду, либо снег или лёд. В этих условиях можно 

считать, что фрикционного износа оболочек 
пневмобаллонного ограждения ШВП не происходит. 
Износ будет наблюдаться только при 
маневрировании на грунтовых и бетонных площадках 
перед приёмом груза, пассажиров и техническом 
обслуживании.  

Таблица 2 
Примерное распределение лётного времени в % от годового налёта речного ЭП 

Тип и прочность опоры  Лето Осень Зима Весна За год За год в 
долях 

Бетон/асфальт     2 2 2 2 2 0,02 

Грунт        3… 5 даН/см2 12 10 8 10 10 0,10 

Вода 86 83 10 83 65,5 0,655 

Снег/лед 0 5 80 5 22,5 0,225 

Износ оболочек ограждения ВП зависит от ряда 
факторов: 

• покрытие аэродрома (бетон, асфальт, 
грунт и др.) 

• конструкция ШВП, материала и 
конструкции баллонов; 

• методика посадки воздушного судна, 

• эффективность реверса маршевых 
двигателей: 

• наличие дополнительных тормозных 
устройств (колес, грунтовых лыж, 
пневмоопор и др.); 

• тип воздушного судна (СШВП, ЭП с ШВП) 
Большое значение имеет методика посадки ЛА с 

ШВП. Например, речной ЭП с ШВП камерного типа в 
основном эксплуатируется на воде, совершает взлёт 
и посадку на воду и выходит на береговые площадки 
для загрузки-выгрузки пассажиров и груза. Период 
рулёжки на береговых площадках происходит при 
100% разгрузке силами ВП, и лишь при 
кратковременных торможениях при маневрировании 
нагрузка на оболочку равна давлению в 
пневмобаллоне. 

В отличие от ЭП самолёт с ШВП типа «Динго» 
производит посадку на грунтовые площадки с 

большим углом тангажа, чем ЭП и большой 
вертикальной скоростью, нормируемой АП-23 (FAR-
23). Нагрузки на оболочку при этом кратковременные, 
максимальные и локальные, в большей степени 
изнашивается кормовая часть пневмобаллонов. В 
СШВП «Динго» в момент посадки включается реверс 
воздушного винта и только при достижении скорости 
менее 40 км/час выключается ВП. Торможение 
происходит фрикционным методом за счёт контакта 
специального усиленного участка-подошвы 
пневмобаллона (смотрите рис. 2). В отличие от 
момента касания нагрузка на оболочку длительна и 
более равномерна по длине пневмобаллона. Важно 
отметить, что СШВП «Динго» не имеет 
дополнительных колес или лыж для торможения. Без 
них ЛА с ШВП способен безопасно двигаться с 
большими углами скольжения. 

Для ориентировочной оценки износа важно 
задаться конкретными параметрами лётной 
эксплуатации ЛА с ШВП. Исходя из средних 
статистических значений годового налета самолётов 
разного класса примем годовой налет легкого 
многоцелевого самолёта с ШВП - 500 л.ч., годовой 
налёт речного 102 местного ЭП с ШВП -1550 л.ч., в 
среднем, 3 выхода в неделю (см. табл. 3.). 

Таблица 3 
Примерный налет ЛА с ШВП 

 Налет в летных часах (л.ч.) 

 Годовой 
налёт в 
летных 
часах 

Радиус 
действия ЛА 

Среднестатистическое 
время одного полета 
до посадки 

Количество посадок за 
одно полетное задание 
(туда и обратно) 

Дистанция 
пробега -
торможения 

Легкий самолёт с 
ШВП  

500 400 км 1,0 час 2 150 м 

Пассажирский 
речной ЭП с ШВП 

1550 800 км 1,0 час 8 50 м 

Примерная схема полетного маршрута ЭП на 
одной заправке за один день показана на рис.3. 
Именно такая схема с использованием частых 
промежуточных посадок по оценкам экспертов ЦАГИ 

позволяет ЭП иметь значительное экономическое и 
социальное преимущество перед колесными 
самолётами в регионах с неразвитой аэродромной 
сетью.  
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Рис. 3. Принципиальная схема движения экраноплана по маршруту 

Полётное задание легкого самолёта с ШВП 
включает в себя полет на максимальную дальность 
около 400 км с максимальной полезной нагрузкой, 
посадку и возращение в пункт вылета без дозаправки 
по маршруту. В реальных условиях эксплуатации 
удобно измерять и контролировать износ оболочек с 
помощью специальных индикаторов, подобных 
индикаторам автомобильных шин. Поэтому искомым 
параметром износа в нашей работе будет толщина 
снятого трением материала оболочки 𝛥ℎизн . Для 
дальнейшего исследования процессов износа 
введём, опираясь на работу [3, 4], ряд понятий: 
коэффициент интенсивности износа 𝐼𝑤 и 

коэффициент линейного износа 𝐼𝐿. В данной статье 
мы сохраняем принятые в работе [3, 4] размерности. 

Коэффициент интенсивности износа  𝐼𝑤 в г/кГкм , 
представляет собой потерю массы материала в 
граммах на 1 км пути при 1 кг нагрузки в кГ на 
оболочку: 

𝐼𝑤 =
𝛥𝑚изн

𝐺𝐿ск
, 

 (1) 

 где 𝛥𝑚изн-уменьшение массы при испытаниях 
образца в граммах; G-суммарная нагрузка на 
образцы в кГ; 𝐿ск-путь скольжения образца в км. 

Параметр 𝐼𝑤 связан с линейной интенсивностью 
износа   

𝐼𝐿 =
𝛥ℎизн

𝐿ск
, 

(2) 

 следующим образом  

𝐼𝐿 =
𝑃уд

𝜌М
𝐼𝑤 , 

(3) 

 где 𝜌М-плотность материала подошвы в г/см3; 
𝛥ℎизн -толщина снятого слоя в см,  𝑃уд -удельная 

нагрузка на оболочку в кГ/см2 . 
В результате потерю материала подошвы в см 

мы можем определить по формуле  

Δℎизн =
𝑃уд

𝜌М
𝐼𝑤𝐿ск, 

(4) 

Формула (4) позволяет нам в первом 
приближении определять ресурс покрышки 
пневмобаллона. Для этого нам надо определить 
материал подошвы 𝜌М, нагрузку на оболочку 𝑃уд, 

фрикционный путь оболочки  𝐿скза год, и 
коэффициент интенсивности износа в зависимости 
от условий эксплуатации ЛА с ШВП.  

В работах [3, 4] проведено обширное 
исследование износа различных опытных образцов 
оболочек пневмобаллонного шасси на разных видах 
поверхности взлетно-посадочной полосы (ВПП). Не 
вдаваясь в подробности работ [3, 4] покажем 
наиболее характерные результаты этих 
исследований, приведенные на графиках рис. 4.  

Максимальный уровень фрикционного износа 
оболочек будет происходить при эксплуатации ЛА на 
бетоне и асфальте. Износ оболочек на воде, снеге, 
льду и заболоченных грунтах практически 
отсутствует.  

                      
                                           а)                                                                                                               б) 
Рис. 4. Характер интенсивности и формы износа в зависимости от удельного давления на оболочку и скорости 

буксировки 

а) интенсивность износа от нагрузки, б) фаза плавления * от скорости движения 
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Покажем возможность прогнозирования износа 
оболочек на примерах для двух типов ЛА: - СШВП 
«Динго» и ЭП-100. Данные по ЭП-100 взяты из 
работы [6]. Примем условия: 

- длина участка торможения СШВП равна 
половине длины пробега с учётом реверса, износ при 
первом касании и движении на рулёжных дорожках 
не учитываем; 

- длина участка торможения при маневрировании 
ЭП на береговых площадках примерно равна двум 
длинам взлетной полосы; 

- удельная нагрузка на оболочку равна 
внутреннему давлению зарядки пневмобаллона 
(стояночному давлению) которое принимаем равным 
нагрузке на ложемент; 

- износ на грунте при равных условиях нагружения 
в 5 раз меньше. 

Таблица 4 
Посадочные характеристики ЛА с ШВП 

 Взлётная 
масса  

Крейсерская 
скорость  

Посадочная 
скорость 

Стояночное давление 
в пневмобаллонах 
𝑝уд 

Длина 
пробега 

𝐿проб, 

Длина участка 
торможения 

СШВП 
«Динго» 

3700 кг 275 км/час 135 км/час 4,0 кПа 
(0,040 кГ/см2 ) 

300 м 
(0,30 км) 

0,5 𝐿проб, 

ЭП-100 43500 кг 200 км/час 150 км/час 7,5 кПа 
(0,075 кГ/см2 ) 

1200 м 50 м 

Подставляя в формулу (4) значения пробега по 

бетону за год  𝐿ск
бет =

𝑇год 𝑇̅бет 0,5𝐿проб,

𝑡сред
 и аналогично для 

грунта  𝐿ск
гр

=
𝑇год 𝑇̅гр 0,5𝐿проб,

𝑡сред
  получим для СШВП 

суммарное для бетона и грунта значение износа в 
сантиметрах в следующей форме 

 

 
Принимая заданные условия расчёта, беря из 

графика рис.4 значения параметров 𝐽𝑊
бет  при 

заданном стояночном давлении в пневмобаллонах 
СШВП и ЭП, взяв материал протекторной подошвы -
полиуретан с плотностью 1,2 г/см3 и подставляя 
текущие параметры из таблиц 1, 2 и 3 в формулы (6) 
и (7) получим  

ℎсшвп = 0,14 см или 1,4 мм,  

ℎэп =0,106 см, или 1,1 мм. 
Таким образом при заданной схеме эксплуатации 

полиуретановый протектор толщиной 5 мм может 
обеспечить более трёх лет работы комплекта 
оболочек для СШВП «Динго» и почти 5 лет для 
оболочек ЭП. Интересно, что ЭП, который в 11 раз 
более тяжёлый, чем самолёт с ШВП, с годовым 
налётом, превышающим СШВП в 3 раза имеет 
существенное преимущество по ресурсу оболочек. 
Этот факт дополнительно показывает экономические 
перспективы амфибийных всесезонных ЭП особенно 
в условиях неопределённости каких-либо 
альтернатив в решении вопросов транспортной 
доступности населения на обширных территориях 
России.  

Формулы (6) и (7) позволяют не только 
прогнозировать ресурс оболочек, но и разрабатывать 
программу экспериментальных исследований 
износостойкости покрышек ограждения ШВП с 
учётом всех факторов, которые могут влиять на 
ресурс оболочек.  

Заключение 

Разработанная методика прогнозирования 
ресурса пневмобаллонного ограждения шасси на 
воздушной подушке позволяет количественно 
оценивать износ оболочек с учетом ключевых 
эксплуатационных факторов. Проведенные расчеты 
подтвердили значительное преимущество 
экранопланов по сравнению с традиционными 
самолетами в плане ресурса пневмобаллонов. 
Полученные результаты имеют важное практическое 
значение для повышения надежности и снижения 
эксплуатационных затрат амфибийных летательных 
аппаратов, особенно при работе в условиях 
ограниченной инфраструктуры. Предложенный 
подход открывает возможности для дальнейшей 
оптимизации конструкций и режимов эксплуатации 
шасси на воздушной подушке. 
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Экспериментальное определение сопротивления битого льда 

Ларин А.Г.1 alexandr_ks1@mail.ru, Ларина Е.М.1 rohmistrovaliza@mail.ru, 
1Нижегородский государственный технический университет им. Р.Е. Алексеева 

Аннотация. Статья посвящена исследованию взаимодействия различных моделей судов с битым льдом. Для 
нахождения сопротивления битого льда используется методика, разработанная в НГТУ им. Р.Е. Алексеева. 
При моделировании льда используются плитки полиэтилена высокого давления. Данные испытания можно 
проводить в опытовых бассейнах и не требуют искусственного или естественного холода и могут проводиться 
в любое время года, что делает данную методику универсальной. Представлены результаты модельного 
эксперимента по определению сопротивления битого льда в ледовом опытовом бассейне НГТУ им. Р.Е. 
Алексеева. Приведена методика пересчета результатов испытаний на натурные суда. Получены кривые 
сопротивления судна в битом льду. Полученные результаты моделирования и пересчета могут быть 
использованы для уточнения полуэмпирических формул расчета ледового сопротивления и прогнозирования 
ледового сопротивления, близких по обводам и размерениям судов. Целью данной работы является 
обеспечение безопасной эксплуатации судов в ледовых условиях замерзающих вод. 
Ключевые слова: судно, ледовые условия, битый лед, ледовое сопротивление, ледовый опытовый бассейн. 
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Original article 
DOI: https://doi.org/10.37220/MIT.2025.70.4.075 

Experimental determination of the resistance of broken ice 
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1Nizhny Novgorod State Technical University, named after R.E. Alekseev 

Abstract. This article examines the interaction of various vessel models with broken ice. A technique developed at 
R.E. Alekseev NSTU is used to determine the ice resistance. High-density polyethylene tiles are used for ice modeling. 
These tests can be conducted in experimental tanks and do not require artificial or natural cold. They can be carried 
out at any time of year, making this technique universal. The article presents the results of a model experiment to 
determine the ice resistance in the ice experimental tank of R.E. Alekseev NSTU. A technique for converting the test 
results to full-scale vessels is presented. Vessel resistance curves in broken ice are obtained. The obtained modeling 
and conversion results can be used to refine semi-empirical formulas for calculating ice resistance and predicting the 
ice resistance of vessels with similar contours and dimensions. The purpose of this work is to ensure the safe operation 
of vessels in icy conditions of freezing waters 
Keywords: vessel, ice conditions, broken ice, ice strength, ice test tank  
For citation: Aleksandr G. Larin, Elizaveta M. Larina Experimental determination of the resistance of broken ice, Marine 
intellectual technologies. 2025. № 4 part 2, P. 54—59. DOI: 10.37220/MIT.2025.70.4.075 
 

Введение 

Значительная часть акваторий в нашей стране 
расположены в северных широтах и замерзает в 
зимнее время. Для плавания в таких условиях 
предусмотрены суда ледового класса. Для хождения 
в сплошных льдах или создания канала в них для 
проводки судов предусмотрены ледоколы, а для 
плавания в битом льду суда ледового плавания. При 
этом, суда ледового плавания составляют 
подавляющее большинство. 

Согласно «Стратегии развития судостроительной 
промышленности на период до 2036 года и на 
дальнейшую перспективу до 2050 года» планируется 
строительство только для Северного морского пути 
новых 32 судов ледового плавания и 10 ледоколов к 
2036г. при базовом сценарии развития, и 37 судов 
ледового плавания и 12 ледоколов при 
оптимистичном сценарии развития отрасли. Таким 
образом общее число судов ледового плавания к 
2036г. для Северного морского пути составит 51 

 
© Ларин А.Г., Ларина Е.М. 2025 

судно ледового класса 69 ледоколов при базовом 
сценарии развития, и 61 судно ледового класса 78 
ледоколов при оптимистичном сценарии развития [1]. 
Согласно данным Российского морского регистра 
судоходства [2] на сегодняшний день более 
половины судов, находящихся под надзором 
Регистра, имеют ледовую категорию. Порядка 500 
судов имеют категорию Arc4 и выше. Поэтому, 
возможность прогнозирования ледового 
сопротивления в битых льдах является актуальной 
задачей. Это необходимо для выбора мощности 
главной энергетической установки таких судов и для 
определения достижимой скорости в заданных 
ледовых условиях. 

В данной статье приведены сведения о 
составляющих ледового сопротивления битого льда. 
Также описано экспериментальное исследование 
сопротивления битого льда в ледовом опытовом 
бассейне и приведены результаты модельных 
экспериментов и результаты пересчетов на натуру. 
Полученные данные могут быть использованы для 
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уточнения существующих аналитических моделей 
определения ледового сопротивления в битых 
льдах. Кроме того, полученные зависимости могут 
применяться для определения сопротивления в 
битом льду для близких по размерениям и обводам 
судов. 

1. Методика моделирования и пересчета 
результатов  

Исследования моделей и пересчет результатов 
на натуру проводятся по методике, разработанной на 
кафедре «Кораблестроение и авиационная техника» 
для ледового бассейна НГТУ. 

Испытания моделей судна в битых льдах в НГТУ 
проводятся в плитках полиэтилена высокого 
давления, толщина которых должна быть меньше 
толщины натурного льда в геометрический масштаб 
λ. 

Испытания проводятся в мелкобитом льду 
заданной сплоченности и толщины. 

Условия подобия при моделировании в битом 
льду определяются зависимостями [5, 6, 7, 9, 10]: 

====
М

Н

М

Н

М

Н

h

h

B

B

L

L
...

, 

числа Фруда idem
Lg

v
Fr =


=  , 

отношение плотностей idem
В

Л =



,         (1) 

сплоченность idemS = , 

коэффициент трения  idemf =  

где L , B , h  – линейные размеры  

судна и льда натуры и модели. 
По данным [6, 8] плотность однолетнего морского 

льда составляет 92,086,0 =Л т/м3, коэффициент 

трения льда о сталь составляет 0,08  0,12. 
У полиэтилена высокого давления плотность 

модели льда 0,915 т/м3. Коэффициент трения 
полиэтилена о корпус окрашенной модели 

составляет 0,11  0,13. Можно считать условия (1) 
выполненными при моделировании. 

Большое разнообразие ледовых условий, 
нестабильность свойств и характеристик битых 
льдов делают достаточно сложным точно и 
определенно зафиксировать многочисленные 
параметры, характеризующие натурную ледовую 
обстановку (в том числе толщину, форму и размеры 
льдин, их сплоченность). Поэтому в эксперименте 
приближенно моделируется движение судна в 
некоторой условной среде с осредненными 
характеристиками. Условия подобия соблюдаются 
лишь в отношении наиболее важных характеристик 
битого льда (толщин, сплоченности, ширине канала, 
плотности и коэффициента трения обломков льда о 
корпус). 

Это дает возможность моделировать битый лед с 
помощью полиэтиленовых плиток одинаковой 

формы и размеров const
h

l =  и обеспечить 

повторяемость опытов. 
При моделировании сопротивления битого льда 

принято [3, 4] из общего сопротивления битого льда 
М

ЛR принято выделять чистое ледовое 

сопротивление 
М

ЧЛR . Оно получается при вычитании 

из общего сопротивления битого льда М

ЛR

сопротивления воды М

ВR : 

М

В

М

Л

М

ЧЛ RRR −=  (2) 

Это обусловлено тем, что эти силы моделируются 
исходя из разных условий. Чистое ледовое 

сопротивление 
М

ЧЛR  пересчитывается по закону 

подобия Фруда.  
Чистое ледовое сопротивление можно 

представить в виде: 
М

СК

М

ПР

М

ЧЛ RRR +=  (3) 

где 
М

ПРR  – прямое сопротивление, не зависящее 

от скорости (при v→0); 
М

СКR  – скоростное 

сопротивление, зависящее от скорости. 
Прямое сопротивление льда пересчитывается по 

формуле: 

М

ПРм

л

м

в

н

л

н

вН

ПР RR 
−

−
= 3  (4) 

Скоростное сопротивление в обломках льда 
пересчитывается так: 

М

СКм

в

н

вН

СК RR 



= 3  (5) 

После составляющие складываются и находится 
чистого ледового сопротивление для натуры. К 
данному сопротивлению добавляется 
сопротивление на чистой воде для натуры и 
находится полное ледовое сопротивление.  

2. Экспериментальное исследование 

Опытовый бассейн предназначен для испытаний 
моделей в воде, в сплошном и мелкобитом льду. 
Общий вид бассейна показан на рис. 1. Буксировка 
моделей осуществляется с помощью буксировочной 
системы гравитационного типа. Схема 
буксировочной системы показана на рис. 2. 

 

Рис. 1. Общий вид бассейна при испытаниях в битом 
льду 
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Рис. 2. Схема гравитационной буксировочной 
системы ледового бассейна НГТУ: 

1 – бассейн, 2 – мачта, 3 – буксировочный груз, 4 – 
направляющий блок, 5 – бесконечный трос, 6 – 

ведущий шкив, 7 – ведомый шкив, 8 – диск с 
отверстиями, 9 – тележка устройства натяжения, 

10 – груз натяжения, 11 – датчик скорости 

Модель битого льда представляет плитки из 
полиэтилена высокого давления необходимых 
толщин и размеров в плане. Данные исследования 
были выполнены для 5 проектов судов на 6 моделях. 
Данные моделей судов показаны в табл. 1. 

Таблица 1 
Характеристики моделей судов 

Характерист
ики 

Номер проекта 

Р-47 16 1105 1191 2190 

Масштаб 
модели 

1:30 1:35 1:50 1:50 1:75 1:100 

Длина 
модели по 

КВЛ
КВЛL , м 

0,90 1,28 1,42 1,46 1,52 1,14 

Ширина 
модели по 
КВЛ B, м 

0,26 0,33 0,32 0,32 0,37 0,28 

Высота 
борта 

модели H, м 
0,10 0,11 0,10 0,09 0,17 0,12 

Осадка 
модели 
Tmax, м 

0,066 0,078 0,070 0,050 0,113 0,085 

Масса 
модели, кг 

8,0 18,1 19,8 17,4 33,9 14,3 

Скорость 
модели 
судна на 
глубокой 

тихой воде, 
м/с 

0,93 0,85 0,98 0,98 0,95 0,82 

 

Модели судов показаны на рисунках 3-4. 

 

Рис. 3. Модели ледоколов проектов 16, Р-47, 1105, 
1191 

 

Рис. 4. Модели ледокола проекта 21900 в разных 
масштабах 

Результаты испытаний моделей показаны на рис. 
5-10. 

 

Рис. 5 Сопротивление модели судна проекта Р-47 
(М1:30) в мелкобитом искусственном льду толщиной 

10 и 20мм (S=10 баллов). 

 

Рис.6 Сопротивление модели судна проекта 16 
(М1:35) в мелкобитом искусственном льду толщиной 

10 и 20мм (S=10 баллов). 

 

Рис. 7 Сопротивление модели судна проекта 1105 
(М1:50) в мелкобитом искусственном льду толщиной 

10 и 20мм (S=10 баллов). 
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Рис. 8 Сопротивление модели судна проекта 1191 
(М1:50) в мелкобитом искусственном льду толщиной 

10 и 20мм (S=10 баллов). 

 

Рис.9 Сопротивление модели ледокола проекта 21900 
(М1:75) в мелкобитом искусственном льду толщиной 

10 и 20мм (S=10 баллов). 

 

Рис. 10 Сопротивление модели ледокола проекта 
21900 (М1:100) в мелкобитом искусственном льду 

толщиной 10 и 20мм (S=10 баллов). 

3. Пересчет результатов эксперимента на натуру 

В результате пересчета данных модельного 
эксперимента на натуру по методике, изложенной 
выше были получены кривые полного ледового 
сопротивления для натурных судов. Данные 
пересчета показаны на рис.11-16. 

 

Рис 11 Кривая полного ледового 
сопротивления при движении судна 
проекта Р-47 в битом льду (S=10 баллов). 

 

Рис.12 Кривая полного ледового сопротивления при 
движении судна проекта 16 в битом льду (S=10 

баллов). 

 

Рис. 13 Кривая полного ледового сопротивления при 
движении судна проекта 1105 в битом льду (S=10 

баллов). 
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Рис. 3.14 Кривая полного ледового сопротивления при 
движении судна проекта 1191 в битом льду (S=10 

баллов). 

 

Рис. 3.15 Кривая полного ледового сопротивления при 
движении судна проекта 21900 (1:75) в битом льду 

(S=10 баллов). 

 

Рис. 3.16 Кривая полного ледового сопротивления при 
движении судна проекта 21900 (1:100) в битом льду 

(S=10 баллов). 

Заключение 

Разработанная в НГТУ методика моделирования 
взаимодействия судов с битым льдом позволяет 
прогнозировать ледовое сопротивление. Данные 
испытания не требуют искусственного или 
естественного холода и могут проводиться в любое 
время года. 

Полученные результаты моделирования и 
пересчета могут быть использованы для уточнения 
полуэмпирических формул расчета ледового 
сопротивления и прогнозирования ледового 
сопротивления, близких по обводам и размерениям 
судов. 
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Аннотация. В статье представлен энергетический подход к определению сопротивления ледокольного судна 
при движении в сплошном льду. Метод основан на математическом моделировании составляющих 
сопротивления с учетом физико-механических свойств льда, включая работу его разрушения и 
цилиндрическую жесткость. Проведены экспериментальные исследования в ледовом опытовом бассейне с 
моделями речных ледоколов и двумя типами модельного льда: льдом Зуева — Грамузова и композитным 
льдом. Получены коэффициенты полуэмпирической модели сопротивления, позволяющие пересчитывать 
результаты модельных испытаний на натурные условия. Сравнение с натурными данными подтвердило 
эффективность предложенного подхода, особенно при использовании композитного льда, который более точно 
имитирует свойства реального ледяного покрова. Результаты исследования могут быть применены для 
оптимизации проектных характеристик ледоколов и судов арктического плавания. 
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Введение 

В современном судостроении, особенно при 
проектировании ледоколов и судов арктического 
плавания, актуальной задачей является точное 
определение сопротивления, возникающего при 
движении судна во льдах. Традиционные методы 
пересчета данных модельных испытаний на 
натурные условия зачастую не учитывают всех 
особенностей взаимодействия корпуса судна с 
ледяным покровом, что может приводить к 
значительным погрешностям. В данной статье 
предлагается энергетический подход к определению 
сопротивления ледокольного судна, основанный на 
математическом моделировании составляющих 
сопротивления и учете физико-механических свойств 
льда. 

 
© Блинов К.Д., Жуков А.Е. 2025 

Классический способ пересчета ледового 
сопротивления с модельного эксперимента в 
опытовом ледовом бассейне впервые предложенный 
Ногидом и Шиманским [1,2] широко используется в 
настоящее время во многих странах мира. Одним из 
новых способов предсказания параметров движения 
ледокола является способ [3] который получил 
название: теоретико – экспериментальное 
моделирование ледовой ходкости и представляет 
собой использование полуэмпирической модели 
сопротивления ледокола для пересчета с 
модельного эксперимента в опытовом ледовом 
бассейне на сопротивление натурного судна. Данный 
метод основан на феноменологическом описании 
движения ледокола в сплошном льду и состоит из 
четырех слагаемых, каждое из которых описывает 
некую составляющую чистого ледового 
сопротивления и безразмерные коэффициенты 
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перед каждым из слагаемых. Для реализации 
данного способа необходимо во время 
экспериментальных исследований помимо значений 
толщины модельного льда, скорости и 
сопротивления модели необходимо получить 
значение физико-механических свойств модельного 
льда. Далее находятся коэффициенты при каждом из 
членов уравнения для модельных испытаний 
ледокола. При пересчете на натуру в данную 
полуэмпирическую модель подставляются значения 
для натурных данных судна и ледяного покрова, 
постулируется равенство коэффициентов для 
модели и для натуры. 

1. Определение параметров движения моделей 
ледоколов в опытовом бассейне и определение 
физико-механических свойств модельного льда 

В рамках исследования были проведены 
эксперименты с моделями речных ледоколов в 
ледовом опытовом бассейне НГТУ им. Р.Е. 
Алексеева. В качестве модельного льда были 
приняты лед Зуева – Грамузова [4] и лед 
композитной конструкции с диаметром шариков 20 
мм [5]. При движении модели ледокола во льду Зуева 
– Грамузова распределение составляющих 
сопротивления не соответствует натуре, а именно 
сильно смещено в сторону увеличения 
составляющих разрушения. В случае с композитным 
льдом его несущая способность уменьшается путем 
включения в него шариков полиэтилена высокого 
давления, однако при этом меняется масса льдинок, 
взаимодействующих с корпусом модели ледокола, 
что в свою очередь приводит к увеличению 
составляющих взаимодействия корпуса с обломками 
льда. Фрагменты экспериментальных исследований 
ходкости моделей речных ледоколов в опытовом 
бассейне приведены на рис. 1 – 3.  

 

Рис. 1. Испытание модели ледокола проекта 16 в 
композитной модели льда 

 

Рис. 2. Испытание модели ледокола проекта 1105 в 
композитной модели льда 

 

Рис. 3. Испытание модели ледокола проекта 1191 в 
композитной модели льда 

В каждом из экспериментов также проходили 
опыты по определению несущей способности 
модельного льда с помощью опыта по центральному 
пролому ледяной пластины с фиксацией значений 
силы и прогиба под нагрузкой. Полученные данные 
можно представить в виде графиков в осях сила – 
прогиб, площадь под которым является работой на 
разрушение льда. Эту характеристику диаграммы 
можно разделить на две части до и после 
максимальной силы, т.е. работа докритической и 
закритической части диаграммы соответственно. При 
пересчете на натуру в явном виде также нужно 
подставить значение работы разрушения при 
разрушении форштевнем и бортами натурного льда 
[3]. Для этого используются данные экспериментов 
по разрушению натурного льда [6], диаграмма 
разрушения натурного льда толщиной 30 см 
приведена на рис. 4. На рис. 4: Z – величина 
прикладываемого ко льду усилия; w – прогиб льда в 
точки приложения нагрузки; Zmax ,wcr – максимальное 
зафиксированное в опыте значение 
прикладываемого ко льду усилия и соответствующий 
ему прогиб льда; wmax – максимальный прогиб льда; 
Acr, Asupcr – площадь докритического и закритического 
участков диаграммы разрушения.  

 

Рис. 4. Диаграмма разрушения пресноводного льда 
толщиной 30 см 

Диаграммы разрушения для двух типов 
модельного льда приведены на рис 5,6. При 
сравнении данных диаграмм разрушения с 
диаграммой натурного льда можно заметить, что у 
модельного льда Зуева – Грамузова сильно 
выражена закритическая часть диаграммы 
разрушения, что в свою очередь связано с 
увеличением работы на проворачивание 
образованными при трещинообразовании секторов 
во льду, данный факт. По диаграммам также видно, 



Морские интеллектуальные технологии/Marine intellectual technologies    № 4 часть 2, 2025/ № 4 part 2, 2025 

62 
 

что композитный лёд более приближен по форме 
диаграммы к натурному льду.  

 

Рис. 5. Диаграмма разрушения модельного льда 
Зуева-Грамузова 

 

Рис. 6. Диаграмма разрушения модельного льда 
композитного льда 

Значение коэффициента трения в модели 
необходимо принимать разным для составляющих 
сопротивления разрушения и обломков так для 
составляющих разрушения в модели можно принять 
коэффициент сухого трения полученный 
экспериментально [7] fр = 0,015. Значение же 
коэффициента трения для составляющих обломков 
будет несколько больше, что связано с меньшей 
силой реакции опоры подводной части корпуса 
модели на силу плавучести льда и существенно 
меньшей силой трения льда о корпус. В этих 
составляющих рекомендуется применять 
коэффициент трения равный fобл = 0,2. При пересчете 
на натуру применяется значение коэффициента 
трения f = 0,15. 

Двумя важнейшими критериями необходимыми 
для пересчета и которые можно получить из опытов 
по пролому модельного льда являются значения 
работ разрушения льда и цилиндрическая жесткость 
пластины. Для получения значения цилиндрической 
жесткости пластины используется теория изгиба 
тонких пластины на упругом основании, а именно 
решение Герца для изгиба бесконечной пластины [8]:  

2

264
=



Z
D

gw
 

где Z – сосредоточенное усилие, действующее на 
пластину, Н; w – прогиб под нагрузкой, м; ρ – 
плотность воды, кг/м3; g – ускорение свободного 
падения, м/с2; D – цилиндрическая жесткость 
пластины, Нм. 

Значения Z и w в формуле (1) снимаются на 
линейном участке в начале нагрузки с диаграмм 
разрушения. Результат исследования по 
нахождению цилиндрической жесткости двух типов 
модельного льда приведены на рис. 7. По оси 
абсцисс в случае с композитным льдом приводится 
толщина намороженного слоя естественного льда 

между гранулами. Из рисунка видно значительное 
уменьшение цилиндрической жесткости пластины 
при включении в нее гранул полиэтилена. 

    

Рис. 7. Значения цилиндрической жесткости 
модельного льда 

Также одной из величин участвующих в пересчете 
сопротивления с использованием энергетического 
подхода является работа разрушения модели льда. 
На рис.8 приведены регрессионные зависимости 
суммарных работ разрушения двух типов 
модельного льда и разделенные на критическую и 
закритическую составляющие при разных толщинах 
льда.  В верхней левой части рис. 8 показан 
увеличенный участок интервала толщины 
смораживания композитного льда от 1.5 до 3 мм.  Из 
рис. 8 видно, что у модельного льда Зуева – 
Грамузова составляющие работы его разрушения с 
увеличением толщины примерно равны по своему 
вкладу в общую работу. У композитного же льда 
процесс происходит несколько иначе. Существует 
такое значение толщины смораживания при котором 
работы равны, однако при дальнейшем увеличении 
толщины наблюдается тенденция к росту именно 
критической части диаграммы разрушения, в то 
время, когда закритическая часть практически не 
изменяется. Данный факт связан с превышением 
внешней силы сил адгезии соединения лед-
полиэтилен.  

Для пересчета результатов модельного 
эксперимента были получены коэффициенты 
полуэмпирической модели сопротивления для 
каждого из трех испытанных в опытовом бассейне 
ледоколов. Данные коэффициенты для двух типов 
модельного льда представлены в таблице 1. 

 

Рис. 8. Значения работы разрушения модельного 
ледяного покрова в опыте по центральному пролому 
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Таблица 1 
Коэффициенты полуэмпирической модели 

сопротивления 

Проект 
ледокола 

16 1105 1191 

Композитный лёд 20 мм 

k′рст 1,375 0,764 1,258 

k′рv 0,142 0,156 0,113 

kост 7,000 5,279 3,937 

kоv 0,403 0,440 0,133 

Модельный лёд Зуева - Грамузова 

k′рст 5,780 7,109 5,591 

k′рv 0,712 0,679 0,530 

kост 3,334 4,628 5,533 

kоv 0,586 0,613 1,027 

  

2. Результаты пересчета, сравнение с 
натурными данными 

Для пересчета на натуру в полуэмпирическую 
модель сопротивления подставляются 
геометрические характеристики натурного судна и 
физико-механические свойства натурного льда из [9]. 
Далее строятся кривые чистого ледового 
сопротивления и кривая тяги на гаке, снимая точки 
пересечения между кривыми можно получить 
диаграмму ледопроходимости ледокола. 
Полученные диаграммы ледопроходимости можно 
сравнить с натурными данными [4] и с пересчетом с 
использованием теории подобия и размерностей для 
экспериментов с использованием в качестве модели 
льда Зуева – Грамузова [10]. Полученные диаграммы 
ледопроходимости приведены на рис. 9-11. В 
результате видно, что с увеличением толщины льда 
пересчет на натуру с использованием модели льда 
Зуева – Грамузова, по сравнением с композитным 
льдом сопротивление резко возрастает. Данный 
факт связан в первую очередь с ростом 
составляющей сопротивления разрушения льда, 
коэффициенты при которой в 5-6 раз выше, чем в 
случае с композитным льдом. Также столь резкое 
увеличение сопротивления на больших толщинах 
связано с экстраполяцией данных по силе и работе 
разрушения льда в канале натурного льда, в [6] 
максимальная толщина испытанного поля льда была 
равна 0,3 м.  

 
Рис. 9. Диаграммы ледопроходимости для ледокола 

проекта 1191  

 

Рис. 10. Диаграммы ледопроходимости для ледокола 
проекта 16 

Значения максимальной силы при разрушении 
льда в канале используются для моделирования в 
полуэмпирической модели смятия кромки ледяного 
покрова. Эксперименты с двумя типами модельного 
льда показали, что композитный лёд с диаметром 
гранул 20 мм, несмотря на лучшую приближенность 
к натурному льду по форме диаграммы разрушения, 
вызывает значительное перераспределение 
составляющих сопротивления в сторону 
взаимодействия с обломками. Это указывает на 
необходимость проведения дополнительных 
исследований с уменьшенным размером гранул (10 
мм) для минимизации искажений в распределении 
составляющих сопротивления. 

 

Рис. 11. Диаграммы ледопроходимости для ледокола 
проекта 1105 

Заключение 

Проведенное исследование продемонстрировало 
возможность применения энергетического подхода 
для определения сопротивления ледокольного 
судна. Использование полуэмпирической модели, 
учитывающей работы разрушения льда и 
цилиндрическую жесткость ледяного покрова, 
позволило получить более точные результаты 
пересчета данных модельных испытаний на 
натурные условия. Полученные коэффициенты 
модели сопротивления для различных проектов 
ледоколов позволили построить диаграммы 
ледопроходимости, которые хорошо согласуются с 
натурными данными. Предложенный метод 



Морские интеллектуальные технологии/Marine intellectual technologies    № 4 часть 2, 2025/ № 4 part 2, 2025 

64 
 

открывает новые возможности для оптимизации 
проектирования ледоколов и судов арктического 

плавания, а также для дальнейших исследований в 
области ледовой ходкости. 
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Движение погруженного тела на малом заглублении в ледовых условиях 

Земляк В.Л1 vellkom@list.ru, Козин В.М.2 kozinvictor@rambler.ru  
1Приамурский государственный университет имени Шолом-Алейхема, 2Институт машиноведения и 

металлургии Хабаровского федерального исследовательского центра ДВО РАН 

Аннотация. В исследовании экспериментально на базе опытового ледового бассейна проанализировано 
влияние положения рубки крыловидной формы на волнообразование и характер движения модели подводного 
аппарата в ледовых условиях. Рубка размещалась в носовой оконечности, на мидель-шпангоуте и в корме. 
Модель аппарата также имела кормовое горизонтальное и вертикальное оперение. Модельный лед 
намораживался естественным холодом до заданной толщины. Движение моделей происходило с помощью 
тросовой буксировочной системы, которая в отличие от традиционных подходов к буксировке моделей 
погруженных тел позволяла определять изменение заглубления модели под воздействием подъемной силы 
при заданной скорости движения. Показано, что расположение рубки в носовой оконечности приводило к 
генерации изгибно-гравитационных волн наибольшей кривизны и соответственно ледоразрушающей 
способности. Определены параметры генерируемых изгибно-гравитационных волн. С помощью 
предложенного критерия ледоразрушения определена их ледоразрушающая способность. Установлена связь 
между величиной критерия ледоразрушения и характером разрушения льда. Увеличение площади смоченной 
поверхности в кормовой оконечности у модели №3 вызывало рост подъемной силы и максимальное 
уменьшение заглубления при 0,42<Fr<0,48 по сравнению с остальными моделями. Подобный эффект 
наблюдался и для угла дифферента. Стоит отметить, что положение локального максимума значения γ со 
смещением рубки в корму соответствовало большим значениям Fr. 
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Abstract. The study experimentally analyzed the effect of the wing-shaped conning tower position on wave formation 
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tower was located at the bow end, on the midship frame, and at the stern. The vehicle model also had a stern horizontal 
and vertical tail. The model ice was frozen by natural cold to a specified thickness. The models were moved using a 
cable towing system, which, unlike traditional approaches to towing models of submerged bodies, made it possible to 
determine the change in the model depth under the influence of the lifting force at a given speed. It was shown that the 
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and, accordingly, ice-destroying capacity. The parameters of the generated flexural-gravity waves were determined. 
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surface area at the aft end of model No. 3 caused an increase in the lift force and a maximum decrease in depth at 
0.42<Fr<0.48 compared to other models. A similar effect was observed for the trim angle. It is worth noting that the 
position of the local maximum of the γ value with the shift of the wheelhouse to the aft corresponded to larger Fr values. 
Key words: submerged body, ice cover, flexural-gravity waves, vertical displacement 
Financial Support: The study was performed under the project FSNZ-2024-0010 (No. 1024060700009-7-2.3.2) of the 
task for fulfillment of the government works in the field of science within the base part of the government task for higher 
education establishment 
  

 
© Земляк В.Л., Козин В.М. 2025 



Морские интеллектуальные технологии/Marine intellectual technologies    № 4 часть 2 2025 / № 4 part 2, 2025 

67 
 

For citation: Vitaliy L. Zemlyak, Viktor M. Kozin, Movement of a submerged body at shallow depth in ice conditions, 
Marine intellectual technologies. 2025. № 4 part 2, P. 66—73. DOI: 10.37220/MIT.2025.70.4.077  
 
 

Введение 

Интерес к подводным аппаратам (ПА) способным 
выполнять миссии различного назначения, в том 
числе с высокой скоростью движения и на малом 
заглублении постоянно растет. Как правило, выбор 
формы ПА обусловлен его эксплуатационными 
характеристиками. Тем не менее, выбор формы 
корпуса и положение выступающих частей, например 
ограждения выдвижных устройств в виде рубки 
различного типа остается сложной инженерной 
задачей. Влияние формы носовой и кормовой 
оконечности и относительного удлинения на 
гидродинамические характеристики модели ПА 
рассмотрены в работе [1]. В качестве погруженного 
тела автором была выбрана модель DARPA SUBOFF 
геометрия которой описана в работе [2].  S. Shariati и 
S. Mousavizadegan проанализировали влияние рубки 
крыловидной формы и кормового оперения на 
составляющие сопротивления ПА в зависимости от 
заглубления [3]. В работе [4] авторы на основе 
модели  Joubert BB2 [5] исследовали влияние 
глубины погружения тела, расположение рубки 
относительно мидель-шпангоута и формы носовой 
оконечности на характер волнообразования на 
поверхности воды с целью выбора оптимальной 
формы и конфигурации выступающих частей ПА. 
Dawson в экспериментально-теоретическом 
исследовании [6] пришел к выводу, что при 
стационарном движении погруженного тела на 
малом заглублении наибольшее эксплуатационное 
значение приобретает вертикальная подъемная сила 
FZ и гидродинамический момент MY.  

Очевидно, что при движении ПА в ледовых 
условиях его гидродинамические характеристики 
также будут меняться. Также известно [7], что при 
определенной скорости движения погруженной 
нагрузки частота изгибной волны 
распространяющейся в свободной пластине будет 
равна частоте гравитационной волны на поверхности 
чистой воды. В результате в системе лед-вода могут 
генерироваться прогрессивные изгибно-
гравитационные волны (ИГВ), которые приводят к 
частичному или полному разрушению ледяного 
покрова [8]. Свойства ИГВ и гидродинамические 
характеристик движущихся в ледовых условиях тел 
изучались различными авторами [9-11]. 

Целью исследования было экспериментальное 
определение влияния положения рубки крыловидной 
формы относительно корпуса ПА на характер 
движения модели на малом заглублении вблизи 
нижней поверхности сплошного ледяного покрова.  

Подготовка к проведению модельного 
эксперимента 

Для проведения экспериментов по оценке 
влияния положения рубки на параметры движения 
ПА использовался ледовый бассейн научной 
лаборатории ледотехники (ФГБОУ ВО Приамурский 
государственный университет имени Шолом-
Алейхема) [12]. Размеры бассейна обеспечивали 
малое влияния стенок и дна чаши на 
гидродинамические характеристики ПА и характер 

распространения на поверхности в соответствии с 
рекомендациями работы [13]. Длина бассейна 
составляла LT=11,6Lm (где Lm – длина модели ПА 
равная 1,154 м), ширина BT=21,8Dm (где Dm – диаметр 
корпуса модели без учета размера рубки и 
оперения), глубина TT=7,3Dm. Подобные размеры 
характерны для мировой практики испытания 
моделей погруженных тел в опытовых бассейнах 
[14].  

Модель ПА имела геометрию корпуса схожую 
модели Joubert BB2 [5] с дополнительной 
цилиндрической вставкой и вертикально и 
горизонтально расположенными рулями в кормовой 
оконечности (рис. 1). На корпусе модели 
размещалась рубка крыловидной формы 
расположенная в носовой (модель №1), кормовой 
(№3) части и на мидель-шпангоуте (№2). 
Относительное удлинение составило Lm/Dm=8,4. Для 
изготовления модели ПА изготавливался принтер 
Raise3D и метод послойной печати.  

 

Рис. 1. Теоретический чертеж моделей погруженных 
тел 

Моделирование турбулентного режима течения в 
пограничном слое осуществлялось с помощью 
искусственного турбулизатора в виде полосы Hama 
[15] расположенной на расстоянии 0,05𝐿𝑚 от 
носового перпендикуляра.  

В экспериментах для движения модели 
использовалась буксировочная система тросового 
типа. Такой подход позволяет определять 
параметры движения модели в процессе ее 
буксировки [16], а именно относительное 
вертикальное перемещение hm/h (где hm – 
отклонение модели от первоначально заданного 
заглубления h), возникающее под воздействием 
подъемной силы и угол дифферента γ. Натяжение 
троса не оказывало влияния на величину 
вертикального перемещения и при положении тела в 
покое на середине траектории движения 
обеспечивало перемещение модели вдоль оси z на 
величину равную до 2Dm в верхнем и нижнем 
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направлении, что как показали последующие 
эксперименты достаточно для моделирования 
процесса стационарного движения. 

Методика моделирования движения модели ПА 
вблизи сплошного льда 

Для моделирования сплошного ледяного покрова 
использовался подход, описанный в работе Ногида 
[17]. В качестве модели выбран пресноводный лед 
без примесей и добавок, повышенная прочность 
которого компенсировалась меньшей толщиной и 
определялась по формуле [8]: 

hn=hm l
4/3([σu]n/[σu]m)-1/3                (1) 

где [σu]n – предел прочности натурного льда на 
изгиб; [σu]m – предел прочности модельного льда на 
изгиб.  

Прочность модельного льда на изгиб 
определялась экспериментально согласно 
рекомендациям [18]. Соотношение E/σu для 
натурального и модельного льда также выполнялось 
[19]. 

Характер разрушения льда ИГВ оценивался с 
помощью геометрического критерия 
ледоразрушения α, который показывает зависимость 
разрушения льда от угла наклона ледяной пластины. 
В работе [8] установлено, что при движении нагрузки 
подо льдом если α>0,04, то происходит раскрытие 
трещин и разрушение ледяного покрова:  

α=2πwm/λm                              (2) 
где wm – прогиб модельного льда; λm – длина 

модельных ИГВ. 
Моделирование осуществлялось с частичным 

выполнением условий подобия [20].  
Модель ПА была геометрически подобна 

натурному судну: 
Ln/Lm=λl                                (3) 

где  Ln – длина натуры.  
Параметры генерируемых ИГВ пересчитывались 

на натуру согласно формуле: 
λn/λm=wn/wm=λl                          (4)       

где λn – длина натурных ИГВ; wn – прогиб 
натурного льда. 

Так как при приготовлении модельного льда 
использовался естественный холод в ограниченный 
период отрицательных температур года (декабрь-
февраль), то эксперименты проводились для 
получения наиболее значимых результатов при 
относительном заглублении h=1.45Dm, 
Fr=u/(gLm)1/2=0,3-0,77 (где u – скорость движения, g – 
ускорение свободного падения) и толщине 
модельного льда him=2 мм. 

Результаты модельных экспериментов 

В ходе проведения экспериментов была 
выполнена оценка влияния положения рубки 
крыловидной формы на волнообразование и 
характер движения модели ПА вблизи нижней 
поверхности модельного льда. Для этого 
сравнивались результаты буксировок моделей №2 и 
№3 с ранее опубликованными результатами 
буксировки модели №1 [21]. Для оценки 
ледоразрушающей способности ИГВ использовался 
предложенный критерий α (рис. 2).  

 

Рис. 2. Зависимости α от Fr: 1 - модель №1;  2 - 
модель №2;  3 - модель №3  

Из полученных зависимостей видно, что 
положение рубки относительно корпуса модели ПА 
имело существенное значение. Наибольшая 
ледоразрушающая способность ИГВ проявлялась 
при движении модели №1 с носовым расположение 
рубки. Резкий рост значений α наблюдался при 
Fr>0,36. Ледоразрушающая способность ИГВ от 
движения моделей №2 и №3 была ниже и начинала 
существенно возрастать при  Fr>0,39. В диапазоне 
0,42<Fr<0,59 для всех моделей наблюдались 
максимальные значения α с локальным минимумом 
при Fr>0,48, что связанно с интерференцией 
волновых составляющих и трансформацией ИГВ в 
этом скоростном диапазоне. Интенсивность 
разрушения льда была максимальной. В модельном 
поле формировались продольные и радиальные 
трещины, лед терял несущую способность (рис. 3). 
Величина критической скорости движения, т.е. 
скорости при которой волнообразование 
становилось максимальным, для всех трех моделей 
соответствовала значению Fr≈0,53. Далее 
интенсивность формирования трещин и разрушения 
льда снижалась (рис. 4)  

При Fr>0,59 заметной разницы между значениями 
α для всех трех моделей не наблюдалось (рис. 2). 
Ледоразрушающая способность льда падала из-за 
роста кривизны ИГВ (рис. 5).
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Рис. 3. Разрушение модельного льда ИГВ от движения 
моделей при Fr=0,51 

 a) модель №1; б) модель №2; в) модель №3 

 

 

 

Рис. 4. Разрушение модельного льда ИГВ от движения 
моделей при Fr=0,56 

 a) модель №1; б) модель №2; в) модель №3 
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Рис. 5. Разрушение модельного льда ИГВ от движения 
моделей при Fr=0,68 

a) модель №1; б) модель №2; в) модель №3 

Неравномерное распределение давления по 
верхней и нижней поверхности модели ПА приводило 
к возникновению подъемной силы, которая в 
зависимости от значения числа Fr либо притягивала 
модель к поверхности льда в диапазоне 0,33<Fr<0,45 

уменьшая величину заглубления, либо отталкивала 
ее при Fr>0,45 (рис. 6).   

 

Рис. 6. Зависимости hm/h  от Fr 
 1 - модель №1;  2 - модель №2;  3 - модель №3 

Значение hm/h=0 соответствовало первоначально 
заданному заглублению модели. Зависимости 
приобретали сложный характер. Уменьшение 
относительного заглубления для всех трех моделей 
фиксировалось при Fr>0,36 (рис. 7а), достигая 
максимума при Fr>0,45. Несмотря на значительную 
величину заглубления, модели практически 
контактировали с нижней поверхностью льда (рис. 
7б). Далее наблюдался рост величины заглубления, 
которая при Fr=0,53 становился равным h (рис. 7в). 
При Fr>0,68 существенная разница между 
значениями hm/h не фиксировалась (рис. 7г). 

 

 

 

 

Рис. 7. Изображение положения модели №2 при ее 
движении вблизи нижней поверхности льда (красная 

линия показывает величину первоначально заданного 
заглубления h) 

a) Fr=0,36; б) Fr=0,45; в) Fr=0,53; в) Fr=0,77 
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Наименьшие значения hm/h  наблюдались при 
движении модели №1, а наибольшие при движении 
модели №2 с расположением рубки в районе мидель-
шпангоута.  

Также в результате воздействия 
гидродинамического момента фиксировался угол 
дифферента модели γ, на который положение рубки 
оказывало значительное влияние. Характер 
зависимости γ от величины числа Fr показан на рис. 
8.  

 

Рис. 6. Зависимости γ от Fr 
 1 - модель №1;  2 - модель №2;  3 - модель №3 

Кривые имели локальный максимум, когда у 
модели появлялся дифферент на корму, причем для 
модели №1 он имел наибольшие значения при 
Fr=0,36, а у моделей №2-3 при Fr=0,39. Далее с ростом 
относительной скорости движения 
гидродинамический момент менял свой знак и 
фиксировался дифферент на нос. Максимальные 

значения γ у модели №1 при были Fr=0,48, а у модели 

№2-3 при  Fr=0,53, т.е. изменение положения рубки 
приводило к смещению максимального угла 
дифферента  в сторону больших значений Fr, что 
очевидно связано с ростом площади смоченной 
поверхности в средней и кормовой части модели. 
При Fr>0,6 существенной разницы между значениями 
γ не наблюдалось. 

Заключение 

С помощью модельных экспериментов на базе 
опытового ледового бассейна показано влияние 
положения рубки относительно корпуса модели ПА 
на характер волнообразования и движения 
погруженного тела вблизи нижней поверхности 
сплошного ледяного покрова.  

Установлено, что наличие рубки в носовой 
оконечности приводило к генерации ИГВ 
наибольшей кривизны и соответственно 
ледоразрушающей способности. Величина 
критической скорости движения для всех трех 
моделей составила Fr=0,53.  

Увеличение площади смоченной поверхности в 
кормовой оконечности у модели №3 вызывало рост 
подъемной силы и максимальное уменьшение 
заглубления при 0,42<Fr<0,48 по сравнению с 
остальными моделями. Подобный эффект 
наблюдался и для угла дифферента. Стоит 
отметить, что положение локального максимума 
значения γ со смещением рубки в корму 
соответствовало большим значениям Fr. 
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Аннотация. В статье представлены результаты экспериментальных исследований, посвященных оценке 
значимости скорости нагружения на энергию разрушения модельного пресноводного льда. Традиционно в 
методах расчёта ледового сопротивления судов и при физическом моделировании этот фактор игнорируется, 
и процесс разрушения рассматривается в рамках квазистатического приближения. Целью настоящей работы 
является экспериментальное обоснование необходимости учёта данного эффекта. Исследования проводились 
в малом ледовом опытовом бассейне НГТУ им. Р.Е. Алексеева, где имитировался процесс последовательного 
разрушения ледяного покрова при прокладке канала судном. Скорость вертикального нагружения 
варьировалась в диапазоне, характерном для модельных испытаний ледоколов в опытовых бассейнах НГТУ. 
Установлено, что пренебрежение влиянием скорости нагружения на энергию разрушения льда приводит к 
существенному занижению расчётного чистого ледового сопротивления, определяемого по энергетическому 
методу. На примере модели речного ледокола показано, что эта недооценка является значительной как для 
полного сопротивления, так и, в особенности, для его составляющей, связанной непосредственно с 
разрушением льда. Полученные результаты обосновывают необходимость учёта влияния скорости нагружения 
при разработке и совершенствовании как методов расчёта ледового сопротивления, так и методов его 
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ice resistance and in physical modeling, where the breaking process is considered within a quasi-static approach. The 
purpose of this work is to experimentally substantiate the necessity of accounting for this effect. The studies were 
conducted in the small ice model basin of the Nizhny Novgorod State Technical University n.a. R.E. Alekseev, where 
the process of sequential ice cover breaking during channel cutting by a ship was simulated. The vertical loading rate 
was varied in a range typical for model tests of icebreakers in the NNSTU ice basins. It was found that neglecting the 
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Введение 

Анализ процесса разрушения ледяного покрова 
под действием локализованных нагрузок является 
одной из ключевых задач не только в различных 
областях инженерной деятельности, связанных с 
освоением замерзающих акваторий, но и при 
моделировании природных явлений в морях, 
покрытых сплошным льдом. Энергия, затрачиваемая 
на этот процесс, является фундаментальным 
параметром, определяющим несущую способность 
ледяного покрова и силовое воздействие на 
контактирующие с ним объекты. 

В классических подходах к анализу 
взаимодействия конструкций со льдом (например, 
[1–5]) процесс разрушения зачастую 
рассматривается в квазистатическом приближении, в 
котором не учитывается влияние скорости 
нагружения на энергию его разрушения. Однако 
вопрос о правомерности такого допущения и о 
степени влияния скоростных эффектов на итоговую 
величину энергозатрат требует детального 
экспериментального обоснования. 

Целью настоящей работы является 
экспериментальное определение степени влияния 
скорости нагружения на энергию разрушения 
модельного льда в условиях, имитирующих 
прокладку канала во льдах, для определения 
необходимости учёта данного фактора при 
разработке и совершенствовании физических и 
математических моделей процесса разрушения 
ледяного покрова. 

1. Лабораторная установка 

Эксперименты проводились в малом ледовом 
опытовом бассейне НГТУ им. Р.Е. Алексеева, 
расположенном в термоизолированной камере с 
внутренними габаритами 3160×1960×2200 мм и 
толщиной стенок 100 мм Чаша бассейна, имеющая 
размеры 2,4×1,1×0,4 м и объем 0,96 м³, была 
сформирована из плит экструдированного 
пенополистирола, размещенных внутри несущего 
каркаса из алюминиевого профиля. Гидроизоляция 
конструкции обеспечивалась полиэтиленовой 
плёнкой. По периметру планширя была 
смонтирована металлическая окантовка, 
предотвращающая повреждение плёнки при 
разрушении льда и улучшающая адгезию ледяного 
поля, что позволило моделировать условия 
бесконечного ледяного покрова для льда толщиной 
до 4 мм. 

Поддержание заданного температурного 
режима внутри камеры осуществлялось 
холодильной установкой компрессорного типа 
мощностью 1,3 кВт. Данная система обеспечивала 
охлаждение воздуха до –25°C (без учёта 
теплопритока от воды). С целью формирования 
ледяного покрова равномерной толщины над 
зеркалом воды бассейна был смонтирован 
специальный металлический экран. Над ним 
установлен проточный охладитель, забор и отдача 
воздуха которым производятся из пространства под 
днищем бассейна. Такая схема применена для того, 
чтобы исключить возникновение воздушных потоков 
над поверхностью воды, что является необходимым 
условием для равномерного роста ледяного покрова. 
Намораживание происходит за счет двух механизмов 

теплообмена: конвективного (между воздухом в 
камере и поверхностью воды) и лучистого (между 
поверхностью воды и охлажденным экраном), что 
способствует равномерности толщины ледового 
поля. 

Контроль термодинамических параметров в 
ходе проведения эксперимента осуществлялся с 
помощью набора измерительных средств. 
Температура воздуха измерялась термопарами, 
установленными внутри охладителя и на уровне 
поверхности воды, а температура воды в придонном 
слое – с помощью термопары и спиртового 
термометра. 

Для приложения нагрузки к ледяному покрову и 
регистрации его реакции применялся измерительно-
нагружающий комплекс (ИНК), который в рамках 
подготовки к данным исследованиям подвергся 
существенной модернизации. Ее необходимость 
была обусловлена применением линейного привода 
с возможностью регулировки скорости нагружения, а 
также размещением дополнительного 
измерительного оборудования. Новый привод 
оказался значительно массивнее предыдущего, что 
сделало ручное перемещение прежней конструкции 
нецелесообразным. Принципиальная схема 
модернизированного комплекса приведена на рис. 1, 
внешний вид показан на рис. 2. В новой 
конфигурации ИНК (поз. 8) установлен на портале 
(поз. 3), который представляет собой жесткую балку, 
перемещающуюся по профильным направляющим 
(поз. 5) посредством кареток на подшипниках 
качения (поз. 4). Направляющие закреплены на 
неподвижном стальном каркасе (поз. 6), 
смонтированном по периметру чаши бассейна (поз. 
2). Новая конструкция ИНК позволила значительно 
повысить общую жесткость установки, что 
способствовало увеличению точности измерений. 
Длина стальной рамы и направляющих выбрана на 
300 мм больше длины зеркала воды, чтобы в 
процессе подготовки ледового поля портал можно 
было отвести за пределы бассейна, исключив его 
влияние на рост льда. 

а)  
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б)  

Рис. 1. Принципиальная схема лабораторной 
установки: а) – общая; б), 8 – измерительно-

нагружающий комплекс (ИНК);  
1 – теплоизолированные стенки камеры; 2 – чаша 

опытового бассейна; 3 – портал; 4 – каретки; 
5 – профильные направляющие; 6 – каркас; 

7 – коммутационная коробка; 8 – ИНК; 9 – короб 
системы охлаждения; 10 – отверстия с 

теплоизоляцией под проход кабелей; 
11 – серводвигатель; 12 – модуль линейного 

перемещения; 13 – датчик перемещений; 14 – датчик 
силы; 15 – оправка датчика силы; 16 – площадка 

 

Рис. 2. Внешний вид лабораторной установки 

Основу ИНК (рис. 1б) составляет линейный 
привод, включающий модуль линейного 
перемещения (поз. 12), который приводится в 
движение серводвигателем (поз. 11) через ременную 
передачу. Программное обеспечение драйвера 
серводвигателя обеспечивает возможность 
детальной настройки параметров движения штока с 
персонального компьютера (ПК), в частности, 
поддержание постоянной скорости вертикального 
перемещения, а также длины участков разгона и 
торможения. После сохранения заданных 
параметров в памяти драйвера, управление 
исполнительным механизмом в ходе эксперимента 
осуществляется оператором с панели, 
расположенной на коммутационной коробке (поз. 7). 
Максимальная частота вращения вала двигателя 
составляет 3000 об/мин, что соответствует скорости 
вертикального перемещения штока 0,5 м/с. Передача 
нагрузки на ледяной покров осуществлялась через 
цилиндрическую площадку (поз. 15), изготовленную 
из полиэтилена высокого давления, диаметром 80 
мм. 

Регистрация усилия реакции ледяного покрова 
производилась с помощью тензометрического 
датчика силы балочного типа (поз. 14) с пределом 
измерений 100 Н, установленного в специальной 
оправке (поз. 15). Прогиб ледяной пластины в 
области приложения нагрузки определялся по 

данным о вертикальном перемещении штока, 
которое регистрировалось датчиком реостатного 
типа (поз. 13) с точностью 0,01 мм. Для обеспечения 
синхронности и точности измерений датчик был 
установлен параллельно модулю (поз. 12). 
Аналоговый сигнал с датчика силы предварительно 
усиливался с коэффициентом 100. Затем, совместно 
с сигналом от датчика перемещений, он 
оцифровывался с помощью аналого-цифрового 
преобразователя (АЦП) с максимальной частотой 
дискретизации 200 кГц. Оцифрованные данные в 
реальном времени передавались на ПК для записи и 
последующей обработки. 

2. Проведение экспериментов 

Экспериментальные исследования проводились 
сериями в соответствии с методикой, 
апробированной в НГТУ им. Р.Е. Алексеева при 
работе как с модельными [6; 7], так и с натурными 
льдами [8]. Схема проведения опытов в рамках 
одной серии представлена на рис. 3. Каждая серия 
начиналась с опыта по разрушению сплошного, 
ненарушенного ледяного покрова (поз. 1). В 
последующих опытах (поз. 2–6) нагрузка 
прикладывалась к кромке, образовавшейся в 
результате предыдущего пролома. Таким образом, 
моделировался процесс последовательного 
разрушения льда при прокладке канала судном. 
Процесс разрушения льда в одном из опытов 
зафиксирован на кинограмме, приведённой на рис. 4. 

 

Рис. 3. Схема нагружения льда в серии опытов 

а)  

б)  
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в)  

г)  

Рис. 4. Кинограмма опыта 

Скорость вертикального перемещения штока ИНК 

варьировалась в диапазоне 0,005 0,5лv =   м/с. 

Данный диапазон соответствует характерным 
скоростям вертикального нагружения льда 
форштевнем моделей ледоколов при испытаниях в 
ледовом опытовом бассейне НГТУ им. Р.Е. 
Алексеева. После каждого акта разрушения 
производились необходимые измерения: толщина 
ледяных обломков фиксировалась с помощью 
предварительно охлажденного пластикового 
штангенциркуля, а также измерялась ширина 
пролома. 

Первичные результаты экспериментов были 
получены в виде синхронизированных по времени 
рядов силы реакции ледяного покрова и его прогиба. 
Последующая обработка этих данных заключалась в 
построении диаграмм разрушения в координатах 
«сила-прогиб» (рис. 5). Механическая работа, 
затраченная на разрушение ледяного покрова, 
определялась как площадь под кривой на диаграмме 
разрушения, определенная численно по методу 
трапеций. Целью настоящих исследований являлось 
выяснение принципиального вопроса о наличии 
влияния скорости нагружения на энергию 
разрушения льда, а также определение 
необходимости учёта этого фактора при анализе 
процесса взаимодействия ледокольных средств с 
ледяным покровом. В связи с этим, при 
планировании экспериментальной программы было 
решено ограничиться варьированием только 
скорости нагружения. В качестве целевой толщины 
ледяного поля было принято значение 3 мм, как 
технологически наиболее просто реализуемое, 
исходя из накопленного опыта. 

 

Рис. 5. Типичный вид получаемых диаграмм 
разрушения 

Процесс намораживания льда носит 
стохастический характер, обусловленный 
изменчивостью термодинамических параметров, что 
привело к неизбежному разбросу толщин льда в 
опытах (рис. 6). Для нивелирования влияния этого 
фактора и обеспечения корректности сопоставления 
результатов была применена специальная 
процедура обработки данных. Проводилась 
проверка полученных значений энергии разрушения 
для каждого типа опытов (номер пролома на рис. 3) 
на наличие статистических выбросов, после чего 
экспериментальные данные аппроксимировались 
эмпирическим уравнением, учитывающим влияние 

как скорости нагружения лv , так и толщины льда лh : 

        2 2

1 2 3 4 5 6л л л л л лA k h k v k h v k h k v k= + + + + +  (1) 

 

Рис. 6. Распределение толщин льда в опытах 

Использование данного аппроксимирующего 
выражения позволило исключить влияние вариации 
толщины и получить искомую зависимость энергии 

разрушения от скорости нагружения ( )лA f v=  для 

нормированной толщины льда, принятой равной её 

математическому ожиданию (   2,92 ммлM h = , 

2 29,03 ммлM h  =  ). Итоговые зависимости 

представлены на рис. 7а. 
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а)  

б)  

Рис. 7. Зависимость энергии разрушения льда 
толщиной 2,92 мм от скорости нагружения, 

полученная в следующих типах опытов: 1П – 
пролом сплошного ледового поля, поз. 1 на рис. 3; 

2К, 3К, 4К, 5К, 6К – 
серия последовательных опытов, имитирующих 

прокладку канала судном во льдах, поз. 2-6 на рис. 3 
соответственно; К – совокупность всех 

опытов, имитирующих прокладку канала судном во 
льдах, поз. 2-6 на рис. 3; К(-2) и К(-2,3) – 

совокупность всех опытов, имитирующих прокладку 
канала, кроме поз. 2 и поз. 2-3 с рис. 3 

соответственно 

3. Анализ результатов 

Анализ зависимостей, представленных на рис. 
7а, позволяет разделить полученные кривые на две 
характерные группы. Первая группа представлена 
единственной кривой, соответствующей типу опытов 

1П, в котором осуществлялся пролом 
сплошного, ненарушенного ледяного покрова. Ко 
второй группе относятся все остальные кривые (2К–
6К), имитирующие последовательную прокладку 
канала. Наибольшие энергетические затраты на 
разрушение соответствуют типу опытов 1П. Энергия 
разрушения во всех последующих типах опытов, 
имитирующих прокладку канала, оказывается 
существенно ниже. Соответствующие им кривые 
располагаются в относительно узком диапазоне 
значений, что свидетельствует о незначительных 
различиях в величине работы разрушения в 
процессе прокладки канала по сравнению с первым 
опытом. 

Несмотря на то, что кривые, относящиеся к 
опытам, имитирующим прокладку канала во льдах 

(2К–6К), пересекаются между собой и не 
демонстрируют строгой последовательности, на 
графике они располагаются плотной группой. Для 
оценки однородности этих данных и обоснования 
возможности их совместного использования был 
проведён дополнительный анализ (рис. 7б). Были 
построены усреднённые кривые, аппроксимирующие 

следующие наборы данных: 
   К – совокупность всех опытов, имитирующих 

прокладку канала (т.е. поз. 2-6 на рис. 3), 
2 0,677r = ; 

   К(-2) – та же совокупность, но без учёта 

опытов № 2 (т.е. поз. 3-6 на рис. 3), 
2 0,888r = ; 

   К(-2,3) – та же совокупность, но без учёта 

опытов № 2 и 3 (т.е. поз. 4-6 на рис. 3), 
2 0,903r = . 

Результаты показывают, что по мере исключения 
данных, полученных в первых опытах каждой серии, 
коэффициент детерминации аппроксимирующего 
выражения возрастает. Наибольшее увеличение 
достигается при исключении опытов с номером 2 в 
серии, что, по-видимому, обусловлено влиянием 
кромки, противоположной от нагружаемой, 
образовавшейся после первого пролома. По мере 
дальнейшего продвижения это влияние ослабевает. 
Начиная с четвёртого опыта в серии, когда влияние 
начальных условий прокладки канала 
минимизируется, зависимость энергии разрушения 
от скорости нагружения приобретает устойчивый 
характер, что подтверждается стабилизацией 
коэффициента детерминации аппроксимирующей 
кривой при дальнейшем исключении данных. При 
этом не наблюдается какой-либо цикличности. Таким 
образом, для дальнейших расчётов принимается 
следующее выражение, характеризующее энергию 
разрушения ледяного покрова при установившемся 
процессе прокладки канала: 

                  
2

( 2,3) 0,422 0,012 0,12К л лA v v
−

= + +         (2) 

Поскольку конечной целью подобного рода 
исследований является повышение эффективности 
ледокольных средств, необходимо оценить 
значимость влияния скорости нагружения на 
итоговое ледовое сопротивление. Это позволит 
определить целесообразность учёта данного 
фактора при физическом и математическом 
моделировании, либо возможность рассмотрения 
процесса как квазистатического во всём диапазоне 
скоростей движения судна. 

Для решения этой задачи был выполнен расчёт 
применительно к модели речного ледокола проекта 
16 (масштаб 1:35), буксируемой в модельном 
пресноводном льду толщиной, соответствующей 
графикам (рис. 7). Был использован предложенный в 
[9] метод, который является адаптированным для 
анализа результатов модельных испытаний в 
пресноводном льду методом определения чистого 
ледового сопротивления речных ледоколов [1]. Его 
отличие заключается в исключении некоторых 
компонент, имеющих место в натурном процессе, но 
отсутствующих в модельном эксперименте, а также в 
явном задании значения энергии разрушения 
ледяного покрова, получаемого из опытов по схемам, 
аналогичным приведённой на рис. 3. В данном 
случае целью является оценка степени влияния 
скорости нагружения льда на итоговую величину 
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чистого ледового сопротивления, поэтому, в отличие 
от подхода, изложенного в [9], для расчёта возьмём 
только лишь теоретические компоненты формулы, а 
эмпирические коэффициенты опустим. Тогда чистое 

ледовое сопротивление модели ( члR ) определяется 

как сумма компонент: 

                  
ст ск

чл р обл р обл облR R R R R R= + = + + , (3) 

          
( ) ( )

( )1

1 0,33 1

1 tg

р Zф лтф лт

h ф

R A f f B

Fr

 =  +  + +   
 

 + 
,  (4) 

                 ( ) ( )ст

обл в л л л п птR gh f=  −    +  , (5) 

( )

( ) ( )

2 1

0,19 1
1

0,215 tg

2

в

ск л лh ф
обл л л

в л
и ит г гт

л л

hFr
R h Bv

f f
Bh

  
  + 
  +  
 =   

  
  +  +  +   

, (6) 

где рR  – сопротивления разрушению льда; облR  – 

сопротивление обломков движению судна; 
ст

облR  и 

ск

облR  – статическая и скоростная составляющие 

сопротивления обломков; 1000в = кг/м3 и 920л =

кг/м3 – плотность воды и льда; 0,015f =  – 

коэффициент терния льда по поверхности модели 

[10]; 
32,92 10лh −=  м – толщина льда; мv  – скорость 

движения модели судна; h м лFr v gh=  – число 

Фруда по толщине льда; 9,81g = м/с2 – ускорение 

свободного падения; 4
вg D =   – параметр изгиба 

пластины на упругом основании; ( )3 212 1лD Eh= −   – 

цилиндрическая жёсткость ледяной пластины; 
96 10E =  Па – модуль упругости льда [1]; 0,345 =  

– коэффициент Пуассона льда [1]; 0,33B = м – 

ширина модели судна по КВЛ; л  – площадь 

поверхности «ледовой рубашки»; 1 28ф =   – угол 

наклона форштевня ледокола к горизонту в районе 

КВЛ; лтф , лт , п , пт , и , ит , г , гт  – функции 

формы, определяемые по [9] суммированием 
направляющих косинусов рассматриваемой судовой 

поверхности; ZфA  – работа по разрушению 

сплошного льда, совершаемая в районе форштевня, 
в расчётах её значение принимается равным 
энергии, полученной для установившегося процесса 
прокладки канала, т.е. по выражению (2), 
соответствующему кривой К(-2,3)  на рис. 7б, (

( 2,3)Zф КA A
−

= ). 

Скорость движения модели мv  и скорость 

нагружения льда форштевнем лv  связаны 

следующим соотношением: 

                                     
1tg

л
м

ф

v
v =


 (7) 

На рис. 8 представлены зависимости компонент 
чистого ледового сопротивления (3) от скорости 

движения модели, рассчитанные для диапазона 
скоростей нагружения льда, исследованного в 

экспериментах ( 0,005 0,5лv =   м/с). Для 

сравнительного анализа влияния скорости на 
величину на этом же рисунке приведены 

зависимости 
0лv

рR =
 и 

0лv

члR =
, полученные в 

квазистатическом приближении, то есть при энергии 

разрушения, соответствующей 0лv = , т.е. при 

( 2,3)( 0) 0,12Zф К лA A v
−

= = =  Н. 

 

Рис. 8 – Зависимость компонент чистого ледового 
сопротивления модели ледокола пр. 16, буксируемой в 

пресноводном льду толщиной 2,92 мм от скорости 
движения 

Анализ полученных кривых показывает, что учёт 
зависимости энергии разрушения от скорости 
нагружения приводит к существенному увеличению 
расчётного ледового сопротивления. Для 
количественной оценки этого эффекта была 
рассчитана относительная надбавка к 
сопротивлению, определяемая по выражениям:  
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Рис. 9. Относительное увеличение сопротивления 

разрушению льда ( рR ) и чистого ледового 

сопротивления ( члR ) за счёт учёта влияния 

скорости нагружения льда 

Из графика на рис. 9 следует, что пренебрежение 
влиянием скорости нагружения на энергию 
разрушения льда в рамках рассматриваемого 
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подхода (3)-(6) приводит к значительному занижению 
расчётных значений сопротивления. Так, занижение 

значения компоненты рR  на максимальных скоростях 

превышает 100%, в то время как для чистого 

ледового сопротивления члR  оно достигает 

примерно 65%. Меньшее значение для члR  

обусловлено вкладом других компонент (
ст

облR  и  

ск

облR ), которые в данной методике не зависят от 

энергии разрушения. 

Заключение 

Экспериментально установлена значимость 
влияния скорости нагружения на энергию 
разрушения модельного пресноводного льда в 
условиях, имитирующих прокладку канала судном. 
Выполнена оценка практической значимости этого 
эффекта, показавшая, что квазистатический подход 

(игнорирующий данный эффект) при расчёте чистого 
ледового сопротивления по энергетическому методу 
приводит к его существенной недооценке. На 
примере модели ледокола проекта 16 показано, что 
эта недооценка, относительно значения, 
полученного в квазистатическом приближении, 
может достигать 65% для полного сопротивления и 
превышать 100% для его составляющей, 
отвечающей за разрушение льда. Полученные 
выводы позволяют определить, что дальнейшие 
исследования в этой области целесообразно 
направить на изучение зависимости энергии 
разрушения ледяного покрова от скорости 
нагружения льда для широкого диапазона его 
толщин, а также для различных типов модельного 
льда, в частности, для композитной модели ледяного 
покрова, что является необходимым для повышения 
точности и надёжности как расчётных методик 
оценки ледового сопротивления, так и методов его 
физического моделирования. 
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Аннотация. В работе рассматривается ряд проблем ледовой ходкости судов, которые до настоящего момента 
не получили общепринятого разрешения. В своей практической деятельности специалисты в области морской 
ледотехники научились с ними как-то обходиться, не обращая внимание на то, что, по сути, до конца не 
понимают физическую природу этих явлений. В работе речь идет о влиянии снежного покрова на ледовое 
сопротивление судна, о снижении этого сопротивления при движении судна кормой вперед и о выборе 
значения коэффициента трения льда об обшивку корпуса судна. В работе кратко описаны подходы к 
определению влияния снега на ледовое сопротивление, предлагается проведение качественного 
эксперимента, который мог бы подтвердить или опровергнуть одну из гипотез. Рассмотрены также различные 
объяснения снижения ледового сопротивления при движении судна в сплошных льдах кормой вперед. 
Высказано предположение о значительном влиянии режима работы движителя на ходкость судна задним 
ходом. При рассмотрении проблемы трения указано, что до сих пор не имеется подтверждения критерия 
моделирования, связанного с трением льда. Показано, что в настоящее время появилась техническая 
возможность выполнения соответствующих исследований. 
Ключевые слова: ледовая ходкость, ледовое сопротивление, снежный покров, движение кормой вперед, 
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Abstarct. The paper addresses a number of problems related to the ship propulsion in ice conditions, which until now 
have not been resolved in a generally accepted way. Ice technology experts have learned to deal with these issues in 
their practice paying no attention that essentially they are not fully aware of the physical nature of these phenomena. 
The paper considers effects of snow cover on ice resistance of ships, reduction of this resistance in case of stern-first 
operation, and on the choice of the hull skin ice friction coefficient. The work briefly describes approaches to defining 
the snow cover effects on ice resistance and suggests a qualitative experiment to confirm or refute one of assumptions. 
Also, different explanations of ice resistance reduction at stern-first operation in solid ice are considered. It is presumed 
that ship propulsion in astern running conditions is significantly dependent on propeller operation modes. Regarding 
the friction problem it is indicated that so far there is no confirmed modeling criterion related to ice friction. It is shown 
that at present suitable research studies in this field are technically feasible.  
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Введение 

Давно известно, что в развитии любой науки 
можно выделить два основных фактора. Это ответы 
на запросы практической жизни, и внутренняя логика 
развития научного направления. В различных науках 
важность влияния этих факторов может иметь 
кардинальные различия. Технические науки в целом, 
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и морская ледотехника в частности, главенствующим 
фактором своего развития имеют практическую 
деятельность человека. Тем не менее, в прогрессе 
этих наук внутренняя логика развития также играет 
важную роль. 

Особенностью развития технических наук можно 
считать их направленность на получение 
необходимого для практики результата «любой 
ценой». Это утверждение не следует рассматривать 
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как возможность передачи заказчику каких угодно 
результатов. В нашем понимании выражение «любой 
ценой» должно трактоваться, как разумное и 
обдуманное отступление от принятых в 
фундаментальных науках норм научной строгости и 
обоснованности. В исследовательской инженерной 
работе возможны эмпирические обобщения на 
основании весьма ограниченной и разнородной 
выборки. В этом случае очень велика роль опыта и 
интуиции исследователя, что, в какой-то мере, 
сближает технические науки с искусством. 

Все сказанное относится и к морской ледотехнике 
и ее части – ледовой ходкости судов. Влияние 
внутренней логики развития проявляется в этой 
области знаний в необходимости объяснить и понять 
некоторые положения, которыми мы успешно 
пользуемся, найдя их решение на эмпирическом, 
редко полуэмпирическом уровне. 

В дальнейшем речь пойдет о таких проблемах 
ледовой ходкости судов, о которых мы многое знаем, 
привыкли с ними как-то обходиться, не обращая 
внимание на то, что, по сути, мы не понимаем, что же 
происходит. Это влияние снежного покрова на 
ледовое сопротивление судна, снижение этого 
сопротивления при движении судна во льдах кормой 
вперед и проблема трения льда об обшивку корпуса.  

1. Как снег влияет на движение судна во льдах? 

О том, что снежный покров на поверхности льда 
(рис.1) оказывает влияние на характеристики 
движения судна указывали еще первые 
исследователи ледовых качеств судов (Р.И. 
Рунеберг, В.И. Афанасьев, В.И. Арнольд-Алябьев и 
др.). За рубежом исследования влияния снега на 
ледовую ходкость начались с работы [1], 
опубликованной в 1982 г. 

 

Рис. 1 – Снежный покров на поверхности ровного льда 

Из-за того, что в ХХ в. плавание во льдах 
наиболее активно развивалось в СССР, большое 
количество исследований в этом направлении было 
сделано в нашей стране. На конференции 2024 г. 
нами был сделан доклад на эту тему [2], в котором 
эти исследования были рассмотрены. Здесь же 
необходимо отметить, что эти исследования носили 
характер накопления и обобщения эмпирической 
информации. Большинство авторов, 
рассматривавших проблему влияния толщины 
снежного покрова на ледовое сопротивление судна, 
считали, что увеличение сопротивления происходит 
за счет возрастания сил трения между льдом со 
снегом и корпусом. При этом часто считалось, что это 

возрастание обусловлено из-за большего значения 
коэффициента трения снега об обшивку. Однако 
имеющиеся экспериментальные данные не 
подтверждают это предположение. Основной 
результат заключался в введении понятия 

приведенной толщины Ih  льда и некого 

эмпирического коэффициента k, на который 

необходимо помножить толщину снега sh  для 

нахождения эквивалентной толщины sII khhh +=

. 
В подавляющем большинстве работ 

анализируется влияние различных факторов на 
коэффициент k. Большой вклад в развитие этого 
направления внесли работы Е.М. Грамузова с 
соавторами [3-5]. Им были рассмотрены различные 
физические процессы [3], которые происходят при 
взаимодействии носовой оконечности судна с 
ледяным покровом, покрытым слоем снега. При этом 
был получен вывод, что из рассмотренных процессов 
не мог объяснить наблюдаемые в натурных условиях 
эффекты. 

Одним из авторов этой работы был предложен 
гидростатический механизм, объясняющий влияние 
снежного покрова на ледовое сопротивление судна 
[6]. Особенностью этого механизма является то, что 
для описания наблюдаемых эффектов он не требует 
увеличения величины коэффициента трения снега 
об обшивку. Его действие основано на действии силы 
«присоса», хорошо известной в теории судоподъема. 
Эта сила возникает из-за того, что в зонах плотного 
контакта льдины с судовой поверхностью 
нарушается баланс гидростатических давлений на 
разные стороны льдины, который характерен для 
создания силы Архимеда. В такой ситуации 
прижимающая льдину к корпусу сила или ее 
проекция может оказаться намного больше обычной 
силы плавучести. Наличие снега на поверхности 
притопленных корпусом льдин способствует 
возникновению такой ситуации. 

Описанный выше механизм в настоящее время 
является гипотетическим, он не прошел еще даже 
качественную экспериментальную проверку из-за 
того, что модельный эксперимент со снегом очень 
сложный [2]. Тем не менее, авторы рискнут 
предложить коллегам провести качественный 
эксперимент, который мог опровергнуть или 
подтвердить эту гипотезу. По нашему мнению, для 
этого подошел бы один из существующих небольших 
ледовых бассейнов. 

В предполагаемом эксперименте сплоченный 
разрушенный ледяной покров можно было бы 
создать парафиновыми льдинками, к одной из 
поверхности которых был бы прикреплен слой 
поролона, имитирующего снежный покров. В 
эксперименте сравнивается сопротивление 
буксируемой модели в битых сплоченных 
парафиновых льдах (≈8-10 баллов) с 
сопротивлением в парафиновых льдах с поролоном. 
Это основная идея опыта. На самом деле ясно, что 
при его реализации возникнет ряд вопросов, однако, 
их пока не принято решение о проведении опыта нет 
смысла обсуждать. 

Заканчивая рассмотрение проблемы влияния 
снега на характеристики ледовой ходкости 
необходимо еще раз подчеркнуть ее важность и 
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выразить надежду, что проблема будет успешно 
разрешена. 

2. Ледовое сопротивление при движении кормой 
вперед 

Вторая проблема, которая рассматривается в 
данной работе относится к вопросу об определении 
ледового сопротивления судна, движущегося во 
льдах кормой вперед. 

Улучшение параметров ледовой ходкости судна 
при движении во льдах кормой вперед было известно 
еще в конце XIX в (об этом в частности писал Р.И. 
Рунеберг [7]). Следует отметить, что общее 
увлечение в это время ледоколами «американского 
типа» (с носовым винтом) не связано с желанием 
улучшить показатели ледовой ходкости. 

Практически до конца ХХ в. движение судна 
кормой вперед использовалось лишь периодически, 
о чем свидетельствуют немногочисленные 
публикации (например, [8]). Оно никогда не 
рассматривалось как основной режим движения. 
Можно предположить, что это было связано с 
практическим отсутствием возможности управления 
судном, а также с большой вероятностью поломки 
движителей. 

Ситуация резко изменилась на рубеже веков, в 
связи с внедрением на ледоколах и судах ледового 
плавания винто-рулевых колонок (ВРК). Финскими 
специалистами была разработана концепция судов 
двойного действия (DAS) [9], в соответствие с 
которой судно во льдах должно двигаться кормой 
вперед, а на чистой воде осуществлять обычное 
движение. Полностью концепция DAS практически 
оказалась не реализуемой, поскольку оптимальный 
гидродинамический нос судна (часто снабженный 
бульбом) не позволял ему при движении во льдах 
эффективно выполнять маневры. 

В настоящее время требования по 
ледопроходимости на заднем ходу формулируются в 
технических заданиях на все ледоколы и суда 
ледового плавания, оборудованные ВРК. В 
технических заданиях на суда с традиционным 
движительным комплексом также очень часто 
выставляются требования к ледопроходимости на 
заднем ходу, что не может не вызывать недоумение 
и сомнение в технической компетентности 
составителей задания. Движение кормой вперед 
сейчас рассматривается как один из основных 
режимов движения судна во льдах. Причем такой 
маневр может эффективно применяться не только 
при преодолении сплошных льдов, но и при 
движении судна по каналу, проложенному ледоколом 
[10]. 

На наш взгляд, нерешенной проблемой ледовой 
ходкости судов является объяснение феномена 
эффективности движения задним ходом во льдах. В 
разные годы предлагалось большое количество 
вариантов такого объяснения. Это уменьшенный по 
сравнению с форштевнем угол наклона ахтерштевня; 
создание под неразрушенным ледяным покровом 
разряжения из-за работы движителя, которое может 
способствовать снижению усилий, разрушающих 
лед; омывающее действие струй от движителя, 
сбрасывающее «ледовую рубашку» с подводной 
части корпуса; и др. Все перечисленные выше 
факторы, несомненно, приводят к снижению 
ледового сопротивления судна. Однако любой из них 

и, даже, их совокупность не могут объяснить 
наблюдаемый эффект. 

Складывается впечатление, что основной вклад в 
повышение показателей ледовой ходкости на заднем 
ходу вносит какой-то другой фактор, влияние 
которого ранее не рассматривалось. По нашему 
мнению, таким фактором могут быть специфические 
условия работы движителей на заднем ходу. Под 
специфическими условиями мы понимаем 
особенности взаимодействия гребного винта со 
льдом.  

Можно считать установленным, что при 
взаимодействии движителя со льдом помимо 
возникновения ледового момента, препятствующего 
вращению движителя, возникает также ледовый упор 
[11]. Его изучению до сих пор не уделялось должного 
внимания, т.к. исследователи были сосредоточены 
на изучении ледового момента, знание которого 
необходимо для правильного проектирования 
валолиний, двигателей и систем автоматического 
управления [12].  

Можно указать ряд косвенных свидетельств в 
пользу гипотезы о существенном вкладе 
взаимодействий движителя со льдом в повышение 
ходовых характеристик судна во льдах на заднем 
ходу. 

1. Отсутствие указаний в имеющейся литературе 
о повышенных характеристиках ледовой ходкости у 
ледоколов, оборудованных носовыми гребными 
винтами. Это можно объяснить тем, что из-за 
особенностей носовой оконечности этих ледоколов 
носовые винты относительно редко 
взаимодействуют со льдом и не создают ледового 
упора. 

2. Исследованиями установлено [13], что при 
сравнении переднего и заднего хода во льдах 
движение носом эффективно в относительно тонких 

льдах до некоторой толщины 
*h  (≈1.5 м). В более 

толстых льдах выгоднее двигаться кормой вперед. 
При увеличении толщины льда заметно возрастает 
частота и продолжительность взаимодействия 
движителя с притопленным льдом. Следовательно, 
ледовый упор должен возрастать. 

Приведенные выше косвенные подтверждения не 
могут установить истину. Для ее установления 
необходимо проведение весьма серьезных 
экспериментальных и теоретических исследований.  

3. Трение льда об обшивку корпуса судна 

Важность изучения трения льда о корпус 
судна была осознана еще в 30-х годах прошлого 
века. Тогда же В.И. Арнольд-Алябьевым были 
выполнены первые экспериментальные 
исследования [14]. Актуальность изучения трения 
возросла после создания Ю.А Шиманским и Л.М. 
Ногидом теории моделирования движения судов во 
льдах [15], которая используется во всех ледовых 
бассейнах мира.  

В соответствии с этой теорией в коэффициент 
трения льда о корпус судна должен быть одинаковым 
в модельных и натурных условиях. Это 
обстоятельство потребовало разработки методики 
определения коэффициента трения льда при 
проведении модельных ледовых испытаний. Такие 
методики были разработаны и являются 
рекомендованными Ледовым комитетом МКОБ для 
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применения во всех ледовых бассейнах [16], они 
основываются на измерении силы, необходимой для 
буксировки куска льда по исследуемой поверхности. 
При этом кусок льда дополнительно нагружается 
известными по величине грузами. На рис.1 
представлена фотография определения 
коэффициента льда в ледовом бассейне КГНЦ. 
Естественно, что при проведении таких испытаний в 
условиях ледового бассейна невозможно 
исследовать трение при высоких давлениях, 
сопоставимых с пределом прочности льда на сжатие. 
Возникает вопрос как соотносятся значения 
коэффициента трения, полученные в условиях 
ледового бассейна, и реализующиеся при движении 
судна в реальных ледовых условиях. 

 

Рис.1 Измерение коэффициента трения льда об 
обшивку модели 

Во второй половине прошлого века 
сотрудниками ААНИИ был выполнен ряд интересных 
исследований [17,18], в которых была предпринята 
попытка исследования трения льда в натурных 
условиях. Эксперименты проводились на льду 
Ладожского озера и в Арктике в бухте Тикси. Из этих 
экспериментов следовало, что коэффициент трения 
по стали, имеющей различную шероховатость 
поверхности лежит в диапазоне от 0,02 до 0,15. При 
проведении экспериментов максимальное давление 
на лед не превышало 23 кПа, что очень далеко от 
давлений, возникающих при контакте борта судна со 
льдом. Кроме этого для определения усилия, 
необходимого для буксировки льда применялась 
весьма грубая измерительная техника. Тем не 
менее, полученные результаты до сих пор 
используются, по крайней мере, в российской 
практике. В этих же пределах лежат значения 
коэффициента трения, получаемые по измерениям в 
ледовых бассейнах.  

 

Рис.2 Испытательный стенд ДВФУ [19]. 

Возможность измерения коэффициента 
трения льда при более высоких давлениях до 
настоящего времени ограничивалась техническими 
трудностями. Теме не менее, сейчас имеется 
потенциальная возможность выполнения таких 
экспериментов. Необходимая экспериментальная 
техника была создана для решения задач морской 
ледотехники по изучению истирающего действия 
льда на бетонные опоры инженерных сооружений, 
предназначенных для освоения шельфа 
замерзающих морей [19]. 

В нашей стране в Дальневосточном 
федеральном университете (ДВФУ) имеется такая 
установка, на которой можно создавать давления на 

контакте со льдом в диапазоне ( ) %2105,55,0 6   Па 

[19]. При этом имеется возможность измерения 
касательной силы. На этой экспериментальной 
установке возможно проведение экспериментов по 
исследованию коэффициента трения льда в 
условиях, характерных для движения судна во льдах: 
при смятии кромки льда в процессах его разрушения 
и поворота образовавшихся обломков, а также при 
движении притопленных обломков вдоль корпуса 
судна, когда трение определяется силами 
плавучести льда. Выполнение таких исследований 
могло бы либо подтвердить сложившуюся практику 
проведения модельных испытаний в ледовом 
бассейне, либо получить необходимые данные для 
ее корректировки. 

Заключение 

Возвращаясь к введению, можно сказать, что 
рассмотренные в работе проблемы генерированы 
внутренней логикой развития ледовой ходкости 
судов. Формально мы умеем их решать так, чтобы 
удовлетворить сегодняшние запросы практики, не до 
конца понимая, что мы делаем. 

В указанном обстоятельстве кроется наибольшая 
трудность решения этих проблем. Нельзя указать 
профит, который мы получим от их решения, он, 
скорее всего, не может быть реализован в создании 
новой конструкции или в существенном улучшении 
показателей уже существующих. Хотя, очевидно, что 
ясное понимание происходящих процессов будет 
способствовать дальнейшему развитию ледовой 
ходкости и всей морской ледотехники. Вполне 
возможно, что это приведет к появлению новых 
революционных идей. 

Но, мы вынуждены констатировать, что в 
настоящее время в области технических наук 
подобные исследования практически не 
финансируются. Реально у нас остается лишь путь 
постепенного накопления данных и фактов, 
получаемых урывками в процессе выполнения работ 
по обеспечению текущего проектирования. 
Возможно нам повезет, и мы, даже в таких условиях, 
сможем найти решение этих важных проблем. 
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Оценка напряженно-деформированного состояния бортового перекрытия 
буксирного судна на основе метода конечных элементов 
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Аннотация. В инженерной практике часто встречаются задачи, которые не имеют аналитического решения. 
Именно с этим связана необходимость применения численных методов для решения соответствующих 
уравнений. Одним из самых популярных численных методов является метод конечных элементов, который 
используется во многих системах автоматизированного проектирования. Однако численные методы позволяют 
находить корни уравнений приближённо, с различной точностью. Поэтому особое значение имеет оценка 
точности результатов расчета и проверка достоверности полученных решений. Данная работа посвящена 
компьютерному моделированию корпусных конструкций, расчету напряженно-деформированного состояния с 
помощью метода конечных элементов и проверке достоверности полученных результатов. В качестве объекта 
для исследований используется многофункциональное аварийно-спасательное буксирное судно. Для решения 
поставленной задачи была построена модель теоретической поверхности корпуса, на базе которой 
разработана модель конструкции корпуса. Размеры конструктивных элементов определены в соответствии с 
Правилами Российского морского регистра судоходства с учетом дополнительных требований, предъявляемых 
к буксирным судам и требований подкреплений буксиров, предназначенных для эксплуатации в ледовых 
условиях. 
Ключевые слова: Моделирование, численные методы, метод конечных элементов, конструкция корпуса, 
напряженно-деформированное состояние. 
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Evaluation of the stress-strain state of the side deck of a tugboat based on the 
finite element method 
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Abstract. In engineering practice, there are often problems that do not have an analytical solution. This is why it is 
necessary to use numerical methods to solve the corresponding equations. One of the most popular numerical methods 
is the finite element method. This method is used in many computer-aided design systems. However, numerical 
methods allow us to find the roots of equations approximately, with varying degrees of accuracy. Therefore, it is 
especially important to evaluate the accuracy of the calculation results and verify the reliability of the obtained solutions. 
This paper focuses on the computer modeling of shell structures, the calculation of their stress-strain state using the 
finite element method, and the verification of the accuracy of the results obtained. A multifunctional rescue tugboat is 
used as the object of research. To solve this problem, a model of the theoretical surface of the housing was constructed, 
and a model of the housing structure was developed based on this model. The dimensions of the structural elements 
are determined in accordance with the Rules of the Russian Maritime Register of Shipping, taking into account the 
additional requirements for towing vessels and the reinforcement requirements for towing vessels designed for 
operation in ice conditions. 
Keywords: modeling, numerical methods, finite element method, ship hull structure, stress-strain state. 
For citation: Vladimir V. Knyazkov, Alexander S. Khalilov Evaluation of the stress-strain state of the side deck of a 
tugboat based on the finite element method, Marine intellectual technologies. 2025. № 4 part 2, P. 88—94.  
DOI: 10.37220/MIT.2025.70.4.080 
 

Введение 

В настоящее время благодаря 
совершенствованию вычислительной техники и 
информационных технологий расширяется 
использование технологий численного 
моделирования анализа напряженно-
деформированного состояния (НДС) судовых 
конструкций, узлов и деталей. Одним из самых 
популярных численных методов является метод 

 
© Князьков В.В., Халилов А.С. 2025 

конечных элементов (МКЭ). Популярность данного 
метода объясняется простотой его физической 
интерпретации и математической формы [1, 2]. 
Поэтому МКЭ не случайно используется во многих 
системах автоматизированного проектирования 
(САПР), например, в SolidWorks [3], которая по 
всеобщему признанию является одной из лучших 
систем, реализующих технологию проектирования 
изделий в пространственной форме. Технологии 
SolidWorks используются практически на всех 
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основных этапах подготовки кораблестроителей на 
кафедре "Кораблестроение и авиационная техника" 
НГТУ им. Р.Е. Алексеева. 

Однако важными аспектами численного решения 
любой инженерной задачи является интерпретация 
результатов расчета, оценка точности и проверка 
достоверности полученных решений. Существует 
стандарт ГОСТ Р 57700.14-2018, устанавливающий 
правила по компьютерному моделированию, а также 
по верификации (подтверждению достоверности) 
получаемых численных решений [4].  

Целый ряд требований к МКЭ установлены 
Российским морским регистром судоходства (РС). 
Эти требования относятся в первую очередь к 
использованию определенных типов конечных 
элементов, их размерам. Так, например, размеры 
конечных элементов не должны превышать 
расстояния между рёбрами жёсткости. Для рамных 
балок должно быть не менее трёх конечных 
элементов по длине пролёта. РС разработал 
«Руководство по оценке напряжённо-
деформированного состояния судовых корпусных 
конструкций на основе метода конечных элементов» [5].  

Данная работа посвящена компьютерному 
моделированию корпусных конструкций, расчету 
НДС, как балок, так и перекрытий с помощью МКЭ, 
проверке достоверности полученных результатов.  

Объект для исследования  

В качестве объекта для исследований 
используется многофункциональное аварийно-
спасательное буксирное судно мощностью 3000 кВт, 
проект которого разработан в рамках выполнения 
выпускной квалификационной работы магистра 

(ВКР). Класс судна РМРС КМ ⍟ Аrс4 [1] R2 AUT1 EPP 
FF3WS Salvage ship Tug. Судно предназначено для 
аварийно-спасательного дежурства в районах 
судоходства, рыбного и морского нефтегазового 
промыслов. Основные характеристики судна 
приведены в табл.1. 

 
Таблица 1 

Основные характеристики буксирного судна 

Наименование 

характеристики 

 
Размерность 

 
Значение 

Водоизмещение судна 
D 

т 733 

Длина по КВЛ м 29,6 

Ширина по КВЛ м 10,85 

Осадка по КВЛ м 3,71 

Высота борта м 5,5 

Коэффициент общей 
полноты 

- 0,586 

Коэффициент полноты 
КВЛ 

-  0,835 

Коэффициент полноты 
мидель-шпангоута 

- 0,883 

 
Модель теоретической поверхности корпуса 

судна, разработанная в SolidWorks, и боковой вид 
судна приведены на рис. 1. 

Система набора корпуса в данном случае, что 
характерно для морских буксиров – поперечная [6]. 
Величина шпации принята 600 мм. В качестве 
основного материала корпуса предусматривается 
применение судостроительной стали нормальной 

прочности категории D с пределом текучести 
ReH=235 МПа. Схема мидель-шпангоута судна 
приведена на рис. 2.  

 

а) 

 

б) 

Рис. 1 Модель теоретической поверхности корпуса 
(а) и боковой вид судна (б) 

 

Рис. 2 Схема мидель-шпангоута 

Толщина наружной обшивки и геометрические 
характеристики набора корпуса определены в 
соответствии с Правилами РС [7] с учетом 
дополнительных требований, предъявляемых к 
буксирным судам и требований подкреплений 
буксиров, предназначенных для эксплуатации в 
ледовых условиях. Соблюдение этих правил обычно 
достаточно для однозначного определения 
большинства размеров конструктивных элементов. 

Моделирование корпусных конструкций 

Модель конструкции корпуса формируется на 
базе полученной модели поверхности корпуса судна. 
Моделирование корпусных конструкций удобно 
производить для отдельных участков и перекрытий в 
пределах цилиндрической вставки и оконечностей 
судна [8]. Положение конструктивных элементов 
относительно теоретических линий определено 
стандартом [9], что учтено при создании моделей. 
Для балок набора применяется стандартный 
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полособульбовый профиль [10] и тавровые балки по 
ОН 9-594-68. 

В качестве примера на рис. 3, а показано 
построение практического шпангоута с помощью 
команды Спроецировать кривую. С помощью 
команды Бобышка/основание по траектории 
получаются балки, форма которых соответствует 
поверхности корпуса (рис. 3, б). Спроецированная 
кривая является направляющей для эскиза профиля. 

 

а) 

 

б) 

Рис. 3 Пример построения практического шпангоута 
(а) и шпангоутной балки (б) 

Для многократно повторяющихся элементов 
конструкции корпуса используется копирование, 
массив и/или зеркальное отражение. Сплошные 
флоры на судне изготовлены из отдельных листов. 
Овальные и круглые вырезы, а также вырезы для 
прохода балок, получаются с помощью команды 
Разделить.  

Модель конструкции корпуса буксирного судна 
для средней части приведена на рис. 4. При 
моделировании использованы типовые соединения 
балок набора, стенки которых находятся в одной 
плоскости (соединение балок разных перекрытий). 
Для дальнейших исследований в данной работе 
рассматривается бортовое перекрытие. 

 

а)   б) 

Рис. 4. Модель конструкции корпуса (а) и фрагмент 
бортового перекрытия (б) 

Расчет бортового перекрытия методом 
приравнивания прогибов 

Внешняя нагрузка воспринимается пластинами 
бортовой обшивки судна и передается через них на 
балки перекрытия. При расчете балок перекрытий не 
вызывает большой погрешности известное 
предположение [11], что всё внешнее усилие, 
действующее на пластину, передается в виде 
нагрузки постоянной интенсивности только на 
длинные стороны её опорного контура, т.е. на те 
балки перекрытия, расстояние между которыми 
меньше. Эти балки называются балками главного 
направления, число которых обычно значительно 
больше, чем число балок другого направления, 
называемых перекрестными. Также считается [11], 
что если жесткость балок одного направления много 
меньше, чем другого, то рассчитывать систему 
перекрестных связей не имеет смысла. Расчет 
можно упростить, полагая слабые балки лежащими 
на абсолютно жестких опорах, какими для них 
являются балки другого направления. Поэтому до 
расчета перекрытия следует выполнить проверку 
соотношения (1) 

 

𝐶 √𝐿

𝑐

𝐼гб

𝐼п
(

𝐿

𝑙
)

34

≥ 1,5(1 − χ) + 1,9χ, (1) 

где: χ – коэффициент заделки на опоре концов 
перекрестных балок; 

L, l – пролеты перекрестных балок и балок главного 
направления; 
с – среднее расстояние между балками главного 
направления; 
Iп, Iгб – средние моменты инерции перекрестных 
балок и балок главного направления соответственно; 

C – коэффициент, значение которого принимается в 
зависимости от числа перекрестных балок и от типа 
балок главного направления.  

Проверка показала, что выбранные 
геометрические характеристики балок перекрытия 
упрощения расчета не допускают и необходимо 
выполнять расчет перекрытия, а не расчет балок.  

Расчетное давление p, кПа, действующее на 
корпус судна со стороны моря, определяется в 
соответствии с Правилами [7] по следующим 
формулам: 
- для точек приложения нагрузок, расположенных 
ниже осадки Tквл, 

𝑝 = 𝑝𝑠𝑡 + 𝑝𝑤;   (2) 

- для точек нагрузок, расположенных выше осадки, 

𝑝 = 𝑝𝑤,    (3) 

где pst=10zi – статическое давление, кПа; 

zi – отстояние точки приложения нагрузки от осадки. 
Расчетное давление, обусловленное 

перемещениями корпуса относительно профиля 
волны, pw, кПа, определяется по формулам: 
- для точек приложения нагрузок, расположенных 
ниже осадки, 

𝑝𝑤 = 𝑝𝑤0
− 1,5𝑐𝑤𝑧𝑖/𝑇КВЛ;  (4) 

- для точек нагрузок, расположенных выше осадки, 

𝑝𝑤 = 𝑝𝑤0
− 7,5𝑎𝑥𝑧𝑖,   (5) 

где 𝑝𝑤0
= 5𝑐𝑤𝑎𝑣𝑎𝑥; 
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𝑐𝑤 = 0,0856𝐿 - волновой коэффициент для судов, у 

которых L<90 м; 
 

𝑐𝑤 = 0,0856𝐿𝜑𝑟 ; для судов ограниченного района 

плавания R2 𝜑𝑟 = 1,25𝐿 ∙ 10−2 ≤ 1; 

𝑎𝑣 = 0,8𝑣0(𝐿/103 + 0,4)/√𝐿 + 1,5; v0 – скорость, уз; 

𝑎𝑥 = 𝑘𝑥(1 − 2𝑥1/𝐿) ≥ 0,267; 
kx – коэффициент, равный 0,8 и 0,5 для поперечных 
сечений в нос и корму от миделя, соответственно; 
x1 – отстояние рассматриваемого поперечного 

сечения от ближайшего (носового или кормового) 
перпендикуляра. 

Схема бортового перекрытия для расчета 
приведена на рис. 5, а; суммарная эпюра расчетного 
давления на рис. 5, б.  

 

а)    б) 

Рис. 5. Схема перекрытия (а) и суммарная эпюра 
расчетного давления (б) 

Выбор метода расчета зависит от типа 
конструкции и характера нагрузки. Анализ 
конструкции бортового перекрытия показал, что его 
расчет можно наиболее просто выполнить методом 
приравнивания прогибов [11]. 

При расчете перекрытия методом приравнивания 
прогибов для каждого узла составляются два 
выражения для прогиба: одно – исходя из схемы 
загрузки одной балки, другое – из схемы загрузки 
балки, пересекающейся с ней. Затем эти прогибы 
приравниваются. В результате получается система 
уравнений, число которых равно числу неизвестных 
реакций. После решения системы каждая балка 
рассчитывается обычным путем, независимо от 
других [11]. 

Для определения узловых реакций в точках 
пересечения балок главного направления и 
перекрестных балок используется формула (6) 

                
𝐼0

𝐼𝑖
∑ γ𝑛𝑘

0

𝑠

𝑘=1

𝑅𝑖𝑘 + ∑ γ𝑖𝑗
∗

𝑚

𝑗=1

𝑅𝑗𝑛 = β𝑖
∗𝑄𝑛 ,                (6) 

где I0 – наибольший момент инерции перекрестных 

связей; Ii – момент инерции i-ой перекрестной связи; 

𝑠 =
𝑡+1

2
, t – количество балок главного направления; 

γ𝑛𝑘
0 = γ𝑛𝑘

пер
+ γ𝑛,   𝑡−𝑘

пер
- коэффициент прогиба 

перекрестной связи в узле пересечения с n-ой балкой 

главного направления; Rik – реакция в узле, 

образованная пересечением i-ой перекрестной связи 
с k-ой балкой главного направления;  

 γ𝑖𝑗
∗ = 𝐴γ𝑖𝑗

г.б − коэффициент прогиба балки главного 

направления с i-ой перекрестной связью от реакции 
в узле пересечения с j-ой перекрестной связью; 𝐴 =
𝐼0

𝐼г.б
(

𝑙

𝐿
)3; β𝑖

∗ = 𝐴β𝑖; - коэффициент прогиба балки 

главного направления в узле пересечения с i-ой 
перекрестной связью от внешней нагрузки; 

Qn – нагрузка на n-ю балку главного направления; m 
– число перекрестных связей. 

Для получения системы уравнений, позволяющих 
определить узловые реакции согласно выражению 
(6), коэффициенты прогибов балок обоих 
направлений были приняты по соответствующим 
таблицам, приведенным в [11].  

Для дальнейшего расчета перекрытия 
необходимо также рассмотреть нагрузку на балку 
главного направления. На рис. 6 показана замена 
нагрузки на эквивалентную ей нагрузку для 
реализации расчета перекрытия методом 
приравнивания прогибов. 

 
а)  б)  в) 

Рис. 6. Замена нагрузки балки главного направления  
на эквивалентную нагрузку 

В результате выполненных расчетов были 
построены эпюры изгибающих моментов и 
перерезывающих сил для всех балок обоих 
направлений. Значение максимальных изгибающих 
моментов использовалось для расчета изгибных 
напряжений. Максимальное изгибное напряжение в 
перекрытии составило 150 МПа. 

Изгиб простейших балок 

Схема жестко заделанной балки, выбранной для 
тестового расчета, приведена на рис. 7.  

 

Рис. 7 Расчетная схема  

В таблице элементов изгиба простейших балок 
[11] имеются выражения для максимального прогиба 
в середине пролёта (7) и изгибающего момента в 
заделке (8) для такой балки:  
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𝑤макс =
1

384

𝑄𝑙3

𝐸𝐼
:   (7) 

 

𝑀 =
𝑄𝑙

12
    (8) 

где Q – суммарное усилие; E – модуль упругости; I – 
момент инерции поперечного сечения. 

Рассмотрена балка прямоугольного сечения, для 

которого 𝐼 =
𝑏ℎ3

12
; 𝑊 =

𝑏ℎ2

6
 - момент сопротивления; b 

и h – ширина и высота профиля соответственно.  
Вариант исследования статический. 

Последовательно были заданы крепления граней и 
нагрузка (рис. 8, а), создана стандартная сетка 
элементов (рис. 8, б). При этом выполнялась оценка 
влияния размеров элементов на результаты расчета 
(рис. 8, в). Результаты расчета НДС балки 
приведены в табл. 2. 

 

а) 

 

б) 

 

в) 

Рис. 8. Создание конечно-элементной модели (а, б) и 
отображение результатов расчета (в) 

Анализ результатов расчета показал, что 
значения максимального прогиба в середине 
пролета не зависят от размеров элементов и 
совпадают с аналитическим решением (7). 
Погрешность в определении напряжений в заделке 
уменьшается при уменьшении размеров элементов и 
не превышает 1 %. 

Таблица 2.  
Результаты расчета НДС балки 

 

Аналитический 

расчет 

МКЭ 

Сетка 

1 

Сетка 

2 

Сетка 

3 

Прогиб  
в середине 
пролета, мм  

1,86·10-

5 

 

1,86·10-

5 
1,86·10-

5 

1,86·10-5 

Напряжение  
в заделке, 
н/м2 

1,25·103 1,16·103 1,18·103 1,26·103 

Расчет бортового перекрытия  
методом конечных элементов 

МКЭ прогнозирует поведение модели при помощи 
сопоставления информации, полученной от всех 
элементов составляющих модель. Поэтому создание 
сетки элементов – очень важный этап в анализе 
конструкций. Автоматический создатель сетки в 
программе SolidWorks Simulation создает сетку на 
основе глобального размера элемента, допуска и 
характеристик локального управления сеткой. 
Управление сеткой позволяет задать разные 
размеры элемента. Программа определяет размер 
элемента для модели, принимая во внимание её 
объем, площадь поверхности и другие 
геометрические характеристики. Размер 
создаваемой сетки (количество узлов и элементов) 
зависит от геометрии и размеров модели. 
Твердотельные элементы обычно подходят для 
объемистых моделей, а для моделирования 
тонкостенных деталей (листовые металлы) лучше 
использовать элементы оболочки. 

Для решения поставленной задачи методом 
конечных элементов в геометрическую модель 
перекрытия внесены некоторые изменения, 
упрощающие построение конечно-элементной сетки. 
Сплошные шпангоуты выполняются разрезными, а 
вырезы в стенке бортовых стрингеров (см. рис. 4, б) 
исключаются; вместо кницы шпангоуты доведены до 
крайнего междудонного листа. Геометрическая 
модель перекрытия для использования элементов 
оболочки приведена на рис. 9, а. С помощью 
менеджера оболочки были заданы свойства, 
необходимые для расчета (толщина, материал). 

Расчеты выполнялись для всех вариантов 
нагрузки, приведенной на рис. 6. Установлено 
крепление Зафиксированная геометрия по 
периметру перекрытия. Сетка средней плотности 
получена на основе смешанной кривизны, что 
позволяет получить более адекватную сетку на 
криволинейных объектах. Для удобства работы 
оболочки имеют свой цвет, что позволять 
идентифицировать, например, её толщину или 
материал (рис. 9, б).  
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а)   б) 

 

в)   г) 

Рис. 9. Геометрическая модель (а), сетка элементов 
(б), эпюры напряжений (в) и перемещений (г) 

В результате выполненных расчетов программа 
создает папку Результаты в дереве исследования 
Simulation. При просмотре результатов можно 
создать эпюры, списки, графики и отчеты в 

зависимости от типа исследования и полученных 
результатов. На рис. 9, в, г в качестве примера 
приведены эпюры напряжений и перемещений для 
варианта нагрузки, приведенного на рис. 5, б.  

Зондирование эпюр результатов позволяет 
просмотреть числовое значение в узлах или 
середине элемента. В результате зондирования 
было установлено, что максимальное значение 
напряжения, которое возникает в перекрытии для 
эквивалентной нагрузки (см. рис. 6, в) составляет 
136 МПа, что оказалось несколько ниже полученного 
значения при расчете перекрытия методом 
приравнивания прогибов. Разница составляет около 
9 %. Это вероятнее всего может быть связано как с 
принятыми допущениями и упрощениями в 
геометрии перекрытия, так и некоторыми отличиями 
в геометрии перекрытия для расчетов разными 
методами. 

Однако полученные результаты выполненных 
исследований, которые следует считать 
предварительными, вполне убедительно 
иллюстрируют эффективность моделирования и 
достаточную точность отдельных расчетов НДС 
корпусных конструкций с помощью программного 
комплекса SolidWorks [3, 8].  

Заключение 

Выполненные исследования позволяют сделать 
ряд выводов и сформулировать некоторые 
рекомендации. 

1. Для получения достоверных результатов при 
построении моделей необходимо руководствоваться 
требованиями нормативных документов [4, 5, 7]. 

2. Исходная геометрическая модель и вносимые 
в неё упрощения могут существенно повлиять на 
результаты расчетов. 

3. Приведенные примеры демонстрируют 
эффективность моделирования корпусных 
конструкций судна и расчетов НДС с использованием 
SolidWorks. 
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Аннотация. Статья посвящена применению цифровых двойников для технического обслуживания и ремонта 
корпусных конструкций судов, эксплуатируемых в экстремальных условиях Арктики. В качестве объекта 
исследования рассмотрен корпус вспомогательного судна. Используется конечно-элементная модель, 
учитывающая изменения остаточных толщин, нагрузки и внешние воздействующие факторы. Установлено 
значительное влияние коррозионного износа на жесткость и динамические характеристики корпуса, включая 
смещение спектра собственных частот и изменение амплитуд колебаний. Показано, что ремонтные операции, 
такие как замена изношенных элементов, могут существенно улучшить вибрационную обстановку. 
Подчеркивается важность комплексного подхода, сочетающего мониторинг, численное моделирование и 
прогнозирование, для повышения безопасности и эффективности эксплуатации судов. Использование 
цифрового двойника позволяет минимизировать издержки на ремонт, предотвращать аварийные ситуации и 
адаптировать корпуса к экстремальным условиям Арктики. 
Ключевые слова: цифровой двойник, корпусные конструкции судов, арктические условия эксплуатации, 
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Abstract. The article is devoted to the application of digital twins for maintenance and repair of hull structures of ships 
operated in extreme conditions of the Arctic. The hull of an auxiliary vessel is considered as an object of study. A finite 
element model is used, which takes into account changes in residual thicknesses, loads and external influencing 
factors. Significant influence of corrosion wear on the stiffness and dynamic characteristics of the hull, including the 
shift of the natural frequency spectrum and changes in vibration amplitudes, is established. It is shown that repair 
operations, such as replacement of worn elements, can significantly improve the vibration environment. The importance 
of an integrated approach combining monitoring, numerical modeling and forecasting to improve safety and efficiency 
of ship operation is emphasized. The use of digital twin allows minimizing repair costs, preventing emergencies and 
adapting hulls to the extreme conditions of the Arctic. 
Keywords: digital twin, ship hull structures, Arctic operating conditions, condition monitoring, maintenance and repair, 
predictive estimations. 
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Введение 

Эксплуатация судов в экстремальных условиях 
Арктики предъявляет исключительные требования к 
техническому обслуживанию и ремонту 
(ТОР)корпусных конструкций [1-4]. Эффективным 

 
© Муру Г.Н., Сутырин В.И., Буйлов С.В, Корягин С.И., Шинкаренко И.А. 2025 

инструментом ТОР могут служить цифровые 
двойники (ЦД)- виртуальные копии корпусов, 
объединяющие их пространственные (3D) модели [5-
9], данные инструментального мониторинга 
состояния, параметры напряженно-
деформированного состояния (НДС), 
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эксплуатационных нагрузок в том числе 
динамических, результаты комплексного 
инженерного анализа моделей и прогнозные оценки 
остаточного ресурса и рисков возникновения 
опасных состояний корпусных конструкций. 
ЦД позволяют реализовать технологии поддержки 
жизненного цикла объектов морской техники (PLM 
технологии). В области проектирования cпомощью 
ЦД решаются задачи оптимизации корпусных 
конструкций с учетом реальных условий 
экстремальных ситуаций (штормовых условий, 
столкновений и др.) [10]. С целью поддержки 
ремонтных работ выполняется моделирование 
последствий ремонтных операций, а также их 
планирование [11,12]. В рамках технического 
обслуживания корпусных конструкций выявляются 
потенциально опасные ситуации (дефекты), 
прогнозируются последствия износа и повреждений 
[13-15]. Прогнозные оценки связывают реакции 
конструкции корпуса (характеристики НДС) на 
внешние нагрузки и воздействия с возрастом судна. 
Прогнозирование выполняется на основе 
мониторинга и статистического анализа 
характеристик технического состояния (например, 
износов и повреждений) [16,17]. Мониторинг 
позволяет не только контролировать характеристики 
состояния и вибрации [18-19] конструкции корпуса, но 
и формировать временные ряды требуемых 
характеристик. Получаемая информация может 
служить основой для последующего регрессионного 
анализа и, соответственно, прогноза с применением 
расчетных моделей. 

Методика исследования. 

Эффективным инструментом анализа и 
прогнозирования технического состояния корпуса 
судна может служить конструктивно- подобная (3D) 
конечно-элементная (КЭ) модель, позволяющая 
исследовать состояние и поведение корпуса с 
необходимой подробностью и полнотой. Модель, 
откорректированная с учетом фактических износов и 
повреждений, является своеобразным паспортом и 

одновременно инструментом прогнозирования 
технического состояния корпуса. КЭ модель 
учитывает изменение остаточных толщин 
конструктивных элементов, варианты нагрузок, а 
также сценарии эксплуатации и ремонта судна. 
Расчетом КЭ модели выявляются критичные участки 
корпуса, определяется остаточный ресурс любых 
конструктивных элементов. Используя прогнозные 
оценки устанавливаются интервалы инспекционных 
проверок корпуса, минимизируются издержки на 
ремонт, предотвращаются аварийные ситуации. 
Таким образом, ЦД обеспечивает не только контроль 
(фиксацию) параметров ТС корпуса судна, но и 
управление ими. Результатом становится снижение 
издержек, повышение безопасности эксплуатации и 
удлинение срока службы судна.  

Настоящая статья иллюстрирует применение 
важных компонентов ЦД, а именно: 
пространственную (3D) модель корпуса судна, 
средства автоматизации включения в модель 
характеристик изнашивания КЭ, а также алгоритм 
прогнозирования реакций корпуса на изменение 
остаточных толщин. 

Объектом исследования служит корпус 
вспомогательного судна длиной 85 м и 
водоизмещением 3400 т. Выбор объекта обусловлен 
тем, что: 1) по судам анализируемого типа имеется 
полный комплект проектно- конструкторской 
документации, включая документацию по 
выполненным ремонтным работам; 2) суда 
производились серийно; 3) по судам имеются 
многочисленные данные инструментальной 
дефектации, полученные на различных этапах 
эксплуатации судов. На рис.1 показана 
пространственная комбинированная КЭ модель 
судна, набранная оболочечными и стержневыми 
конечными элементами. Модель с достаточной 
точностью отражает основные конструктивные 
особенности корпуса судна. Общее число степеней 
свободы расчетной модели превышает 3 106. 

 

а)     б) 

Рис.1. Пространственная (3D) комбинированная КЭ модель корпуса судна (а); б) – фрагмент носовой части 
корпуса судна 

Численное исследование конструкции корпуса 
судна выполнено с применением САЕ- комплекса 
Femap NX NASTRAN. Типы выполненных расчётов: 
1) определение напряжений и перемещений при 
статической нагрузке, 2) определение методом 
Халецкого резонансных частот и форм колебаний; 3) 
гармонический отклик на основе прямого частотного 

метода. Присоединенные массы воды определены 
методом MFluid (FluidRegion). 

Нагрузки. В расчетах модели в статической 
постановке использованы проектные (нормативные) 
нагрузки. 
В расчетах вынужденной вибрации конструкции 
корпуса учтены экспериментально определенные 
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трехкомпонентные силы гармонического 
возбуждения конструкции работающим дизель- 
генератором (ДГ), расположенным в отсеке 
машинного отделения (рис.2). Силы прикладывались 
в восьми точках крепления ДГ к фундаменту. 
Компоненты сил (в Н), ориентированные вдоль осей 
координат X (поперечная), Y (продольная) и Z в 
указанных точках составили соответственно (в 
скобках указаны значения фаз в градусах): 1. 

4(0);22(119); 50(-1). 2. 6(57);10(140);26(0). 3. 13(21);9(-
153);38(-11). 4. 10(37);15(-111);11(25). 5. 27(-21);19(-
109);21(-146). 6. 27(-19);9(-154);36(-59). 7. 29(-
18);14(136);39(-49); 8. 30(-19);26(226);68(26). Частота 
воздействия 16,7 Гц. Коэффициент конструкционного 
демпфирования G варьировался в диапазоне от 0,03 
до 0,05. 

 

 

Рис.2. Точки приложения компонент возбуждающих сил ДГ 

Прогнозирование износа. Величины износов 
взяты из дефектовочных ведомостей, составленных 
в различные годы эксплуатации судов указанного 
типа. По ним были определены скорости 
коррозионного износа отдельных связей uс

i. В случае 
недостатка информации были использованы 
скорости износа характерных связей судовых 
корпусов, рекомендованные Правилами Морского 
Регистра. В данном исследовании величина 
остаточной толщины, рассматриваемой (i-й) связи 
Si

tна период эксплуатации судна T определялась по 
формуле: Sit = Si

о - uс
iT, где Si

о – остаточная толщина 
элемента предыдущего замера.  

Для автоматической корректировки остаточных 
толщин (свойств) КЭ модели корпуса судна 
разработан специализированный API– модуль, 
работающий с таблицей базы данных. База содержит 
массивы величин остаточных толщин связей, 
определенные на различных этапах эксплуатации 
судна, координаты точек неразрушающего контроля, 
а также скорости изнашивания связей, Свойства КЭ 
сгруппированы в соответствии с нормативными 
требованиями к дефектации. В данном расчете 
сформировано 600 групп, в рамках которых 
выполнялся статистических анализ скоростей 
изнашивания. Разработанная программа допускает 
автоматическое формирование и использование 
массивов данных инструментальных замеров 
остаточных толщин, получаемых с использованием 
робототехники. Предусматривается возможность 
ввода данных дефектации непосредственно в РМ 
корпуса с применением технологии «Snapto». 
Сгущение сетки КЭ позволяет отследить 
неравномерность износа связей корпуса с 
необходимой точностью. 

Обсуждение результатов. 

Результаты расчетов: НДС. На рис.3в качестве 
примера показаны результаты расчета напряженного 
состояния поперечной переборки корпуса судна. 
Результаты обеспечивают возможность 
прогнозирования возможных последствий и объемов 
ремонта корпусной конструкции. 

Вынужденная вибрация. На существенную 
зависимость характеристик вибрации от возраста 
судна указывают данные их инструментального 
контроля, полученные на судах флота рыбной 
промышленности. Инструментальным контролем 
было показано, что уровни вибрации в отсеках и 
помещениях судов могут превысить уровни 
санитарных норм. Расчетное исследование 
вынужденной вибрации представляет сложную 
задачу. Однако технологические возможности для ее 
решения существуют. Современное состояние САЕ 
комплексов позволяет получить расчетные данные о 
характере возможных эксплуатационных изменений 
характеристик вибрации корпуса с учетом 
осредненных скоростей износа основных его связей. 
На рис.4 приводятся прогнозные картины 
вертикальных амплитуд вынужденной вибрации 
корпуса в зависимости от срока эксплуатации судна 
Т в годах. Наблюдается не только существенное 
изменение амплитудных значений, но и их 
перераспределение по конструкции корпуса. В 
результате можно наблюдать, как в одних отсеках и 
помещениях судна изначально неблагоприятная 
вибрационная обстановка может со временем 
заметно улучшиться, в то время как в других 
помещениях, наоборот, изнашивание корпуса может 
привести к серьезному ухудшению ситуации. 
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Расчеты показывают, что эксплуатационное 
коррозионное изнашивание связей корпуса приводит 
к смещению (дрейфу) всего спектра собственных 
частот конструкции в сторону понижения, что 
свидетельствует о доминирующем влиянии 
уменьшения жесткости в сравнении с возможным 
уменьшением массы металлического корпуса, 
связанным с образованием и возможным выносом 

продуктов коррозии. Уменьшение собственных 
частот за период эксплуатации конструкции может 
достигать 20% от их исходных (проектных) значений. 
Подобные изменения не могут не учитываться при 
проектировании судна, поскольку предрезонансные 
вынужденные колебания корпусных конструкций 
могут в процессе эксплуатации судна смениться 
резонансными. 

 

Рис.4. Амплитуды вертикальной (Z) вибрации конструкции корпуса судна: 
 а)- на начало эксплуатации; б)- спустя 40 лет эксплуатации 

  

а)      б) 

Рис.3. Прогнозные оценки эквивалентных напряжений по Мизесу в поперечной переборке корпуса судна 
(приведены картины изменения напряженного состояния при сроках эксплуатации Т=0; 10; 20; и 30 лет) 

Расчетом выявляются новые резонансные зоны. 
Характеристики вынужденной вибрации 
оказываются весьма чувствительными к изменению 
остаточных толщин конструкции корпуса судна, даже 
на сравнительно небольших периодах его 
эксплуатации, что иллюстрируется рис.5.Результаты 
расчета выявляют разнонаправленное изменение 
амплитуд, локальные модальные возбуждения, 
Качество прогнозных оценок вибрации может быть 
повышено рядом мероприятий: 1)-корректировкой 
параметров РМ по результатам инструментальных 
исследований вибрации на реальных судах; 2) -
увеличением объема и повышением точности 
статистической информации о величинах остаточных 

толщин; 3) -уточнением распределения масс и 
характеристик демпфирования. Обеспечение 
безопасности судов через прогнозирование 
вибрации требует комплексного подхода, 
сочетающего мониторинг, моделирование и 
превентивные меры. 

Последствия ремонтных операций. На рис. 6 
приведены иллюстрации изменения вынужденной 
вибрации в связи с проведением ремонтных работ. В 
качестве примера рассматриваются возможные 
последствия частичной замены изношенных листов 
настила платформы, расположенной 
непосредственно над машинным отделением судна. 
Видно, что ремонт методом замены привел к 
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изменению жесткости и массы конструкции в 
рассматриваемом районе и сделал ее менее 
чувствительной к колебательному возбуждению. 

Влияние демпфирования. Значительное влияние 
на вибрацию корпусной конструкции оказывают ее 
демпфирующие свойства, оценить которые можно 
только экспериментальным путем. В ряде случаев, 

например, когда нежелательные колебания 
конструкции вызваны резонансными явлениями, 
эффективным способом их контроля является 
существенное увеличение демпфирующих свойств. 
На практике необходимый контроль достигается 
применением демпфирующих полимерных 
покрытий. 

 

а)      б) 

Рис.5. Изменение амплитуд вертикальных (вдоль оси Z) вынужденных колебаний палуб и платформ судна: а) -на 
начальном периоде эксплуатации; б) –на 5-м году эксплуатации 

 

а) Вибрация платформы с остаточными толщинами настила после 30 лет эксплуатации 

 

 

Рис.6. Влияние на вынужденную вертикальную (Z) вибрацию платформы частичной замены участков ее 
настила, находящихся над машинным отделением судна 
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Рис.7.Амплитуды колебаний конструкции поперечной переборки машинного отделения судна при различных 
значениях коэффициента конструкционного демпфирования G. 

Однако в случае нерезонансных колебаний решение 
проблемы повышенной вибрации за счет 
демпфирования может оказаться нереализуемым. В 
качестве примера на рис. 7 иллюстрируются картины 
изменения вибрации (Y) кормовой поперечной 
переборки машинного отделения судна при 
увеличении коэффициента конструкционного 
демпфирования (период эксплуатации судна 20 лет).  

Заключение 

Обеспечение безопасности судов через 
прогнозирование характеристик технического 
состояния и динамики поведения объектов морской 
техники требует комплексного подхода, сочетающего 
автоматизированный мониторинг счисленным 
моделированием. Качество прогнозных оценок 
может быть повышено, но для этого требуется 

получить РМ корпусов, обоснованные результатами 
натурных экспериментов, увеличить объем и 
повысить точность данных о величинах нагрузок, 
остаточных толщин связей, распределении масс и 
характеристик демпфирования. Дальнейшее 
совершенствование методологии численного 
прогнозирования эксплуатационных характеристик 
будет содействовать принятию эффективных мер, 
направленных на предотвращение негативных 
сценариев ухудшения эксплуатационной обстановки 
на судах. Использование ЦД для судов арктического 
плавания позволяет повысить эффективность ТО и 
ремонта за счет прогнозирования, оптимизации 
ресурсов и адаптации корпусов к экстремальным 
условиям. 

  

 

а) G=0,01 

 

б) G=0,03                                                                    в) G=0,05 
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Аннотация. Рассмотрена задача оценки вероятности безотказной работы конструкций со сквозными 
усталостными трещинами при случайном характере начальных размеров трещин и параметров циклической 
трещиностойкости материала. Приняты экстремальный и эксплуатационный уровни расчетных напряжений, 
связанные с обеспеченностью высоты волн. В отличие от приближенных подходов решение поставленной 
задачи получено с использованием метода условных функций надежности. Показана необходимость 
использования моделей роста усталостных трещин, учитывающих особенности их развития в пороговой 
области. Расчеты выполнены для литературных данных статистической обработки результатов 
неразрушающего контроля сварных соединений судовых конструкций. Расчетная модель учитывает 
множественный характер дефектов и позволяет по статистическим данным дефектности сварных швов, 
выполненных различными методами, обосновать необходимость частичного или полного контроля соединений 
в зависимости от их протяженности и нагруженности. 
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Abstract. The problem of estimating the probability of trouble-free operation of structures with continuous fatigue 
cracks with a random nature of the initial crack sizes and parameters of cyclic crack resistance of the material is 
considered. The extreme and operational levels of design stresses associated with the provision of wave height have 
been adopted. In contrast to approximate approaches, the solution of the problem was obtained using the method of 
conditional reliability functions. The necessity of using models of fatigue crack growth, taking into account the features 
of their development in the threshold region, is shown. The calculations were performed for the literature data of 
statistical processing of the results of non-destructive testing of welded joints of ship structures. The calculation model 
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Введение 

Обеспечение безопасности морской техники 
включает в себя проблему прогнозирования 
разрушения конструкций в результате роста 
усталостных трещин (РУТ) [1 - 3]. Усталостное 
разрушение конструкций носит вероятностный 
характер, что прежде всего обусловлено 
стохастичностью волновых нагрузок [4 - 6]. 
Следующим фактором является технологическая 
наследственность, определяющая наличие в 
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сварных элементах дефектов типа трещин и полей 
остаточных напряжений [7, 8]. Учет стохастичности 
прочности и ресурса конструкций введением 
коэффициентов запаса при детерминированной 
постановке задачи не в полной мере отражает 
влияние различных факторов на результаты 
расчетов. В последнее время наблюдается 
возрастающий интерес к анализу усталостной 
трещиностойкости конструкций морской техники в 
вероятностной постановке. В работе [9] с 
использованием метода статистических испытаний 
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Монте-Карло выполнено прогнозирование развития 
трещины усталости в сварном соединении корпуса 
ледокола при варьировании начального размера 
дефекта. Анализ надежности звена швартовой цепи 
плавучего морского сооружения при наличии 
поверхностной круговой трещины в условиях 
действия напряжений с долгосрочным 
распределением по закону Вейбулла проведен в 
работе [10].  

Анализ работ по оценке надежности конструкций 
с усталостными трещинами из различных отраслей 
машиностроения показывает, что наиболее 
распространенной моделью роста трещин является 
уравнение Пэриса и его модификации [11 - 19]. В 
качестве случайных величин в рамках данной 
модели принимались параметры циклической 
трещиностойкости материала [11, 18], начальные 
размеры сквозных [11, 18] и поверхностных трещин 
[12, 14, 18], действующие напряжения [11, 10]. 
Данная модель не описывает пороговую область 
РУТ, оказывающую существенное влияние на ресурс 
конструкции, что следует отнести к ее недостаткам. 

К наиболее часто используемым методам 
решения задач надежности в рассмотренных 
работах следует отнести прямой подход 
статистических испытаний Монте-Карло [9, 10, 14, 18, 
19] и приближенные методы FORM [10, 11,19] и 
SORM [10]. Перспективными направлениями 
являются привлечение байесовского подхода, 
позволяющего корректировать расчетную модель по 
результатам наблюдений [15, 16], и создание 
цифровых двойников на основе нейронных сетей 
[17].  

В данной работе используется модель РУТ, 
описывающая полную кинетическую диаграмму РУТ, 
в рамках которой реализован метод условных 
функций надежности для оценки вероятности 
безотказной работы (ВБР) элементов конструкций со 
сквозными трещинами. 

1. Расчетная модель 

Случайный характер начальных размеров 
дефектов в сварных конструкциях обусловлен 
стохастичностью процессов не только сварки, но и 
измерения методами неразрушающего контроля. В 
общем случае законы распределения размеров 
дефектов, полученные по результатам 
дефектоскопии, требую корректировки. 

Стохастическая связь между параметром Z , 
регистрируемым прибором контроля, и 

действительным размером дефекта Y  в виде 

условной плотности распределения )yz(f  приводит 

к зависимости между законами распределения )y(fy  

и )z(fz , описываемой уравнением Фредгольма I 

рода [20]: 

=
max

min

y

y

yz dy)y(f)yz(f)z(f . 

Полученная из решения данного уравнения 

плотность распределения )y(fy  преобразуется в 

плотность распределения размеров всех дефектов 

)y(fy0  с использованием функции вероятности 

обнаружения дефекта (ВОД) )y(P : 

)/())y(P/)y(f()y(f yy 00 = , 

 где dy)y(P/)y(fy


=

0

0  - число всех дефектов 

на единице длины участка контроля,   - для 

обнаруженных дефектов. Плотность распределения 

)y(fy0  принимается в качестве априорной для 

участков, не прошедших контроль. 
В основу результатов, полученных в работе, 

положены данные публикации [7], содержащие обзор 
измерений дефектов изготовления для большого 
числа морских сооружений. Корректировка 
представленных данных с применением описанных 
выше методов не проводилась в виду отсутствия 
необходимой информации по средствам контроля.  

Дефекты в виде трещин разделяются на 
поверхностные или внутренние и сквозные. Метод 
оценки надежности конструкций с поверхностными 
трещинами, определяемой вероятностью 
принадлежности начальных значений глубины и 
протяженности дефектов области их допустимых 
значений, граница которой строится численным 
моделированием траекторий фронта трещин, 
предложен в [21] и графически представлен на 
рис. 1. 

 

Рис. 1. Расчетная модель надежности для 
поверхностной трещины: 1 – граница допустимой 

области; 2 – граница предельной области; 3 – 
траектории фронта трещин 

Результаты контроля часто содержат данные 
только о протяженности дефектов [7]. В этом случае 
расчетной моделью является сквозная трещина, в 
рамках которой может быть использован метод 
условных функций надежности, позволяющий 
выполнить учет большого числа случайных 
параметров [22]. 

Выражение для функции надежности, 
определяющей ВБР в зависимости от числа циклов 

нагружения n , имеет вид: 

( ) ( ) ( ) c

n

cc

n

cc dnnfdnnfnNP)n(R
cNcN  −===



0

1 , (1) 
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где dlvN
cl

l

c 
−=

0

1  - случайная величина (СВ) числа 

циклов до разрушения; 0l  и cl  - начальная и 

критическая длины трещины; v  - скорость РУТ. 

В качестве выражения для v  наиболее часто 

используется модель Пэриса 0
0

m
)K(Cv = . Для 

описания полной кинетической диаграммы РУТ 

принята модель, учитывающая пороговое thK  и 

критическое fcK  значения коэффициентов 

интенсивности напряжений (КИН), предложенная в 
[23]: 

( ) mmaxfcthmax )KK/(KKKСv 44222 −−= .       (2) 

При условии, что все параметры модели РУТ, 

кроме C , являются детерминированными 

величинами, получим условную плотность 

распределения СВ cN : 

( ) ccCcN dN/dC)n(Cf),...ln(f
c

=0 ,          (3) 

где dlv
n

)n(C
cl

lc
c 

−
=

0

11
 , C/vv = . 

С учетом стохастичности величин C , 0l , fcK , 

thK  выражение (1) для ВБР примет вид: 

        ( ) thcth

l

l

Kcllc

n

thcc

l

l

K

K

dKdldl)K(f)l(f)l(fdnK,l,lnf)n(R
c

min
thccN

max
c

min
c

max
th

min
th

00

0

0

0

0
1  













−=                            (4) 

 

где cl  - определяется из критерия разрушения, в 

качестве которого для листовых конструкций со 
сквозными трещинами можно принять критерий 

Ирвина fcmax KK = , что дает 

( ) cfcfccKcl l/dK)K(lf)l(f
fcc

= . 

Значения КИН, входящие в (2), определяются 

выражением = lK , в котором функция   

учитывает геометрию конструкции, а напряжение   

в общем случае имеет стохастическую природу, 
связанную с волнением, и требует решения задачи 
статистической динамики [1, 2]. В данном 
исследовании используется нормативный подход 
[24], в рамках которого вводятся два уровня 
напряжений – экстремальный, соответствующий 
высоте волны с долговременной обеспеченностью 

810−=P , и эксплуатационный с 
310−=P . 

Экстремальный уровень напряжений extr  

определяет условие разрушения и соответствующий 

критический размер трещины cl , эксплуатационный 

уровень oper  используется для расчета скорости 

РУТ. Приближенный учет случайного характера 

oper  может быть учтен введением эквивалентной 

его величины, отражающей гипотезу линейного 
суммирования повреждений для линейного участка 
диаграммы РУТ, и определяемой выражением 

m/

meq
oper d)(f

1

0 












= 



 , где ( )f  - плотность 

распределения эксплуатационного напряжения, 
соответствующая закону Вейбулла [2]. Данный 
подход является консервативным и не учитывает 
влияние последовательности циклов, связанное с 
проявлением эффекта перегрузки, но в тоже время, 
как показывают исследования [25], приводит к 
приемлемым результатам. 

Выражение (4) определяет ВБР при наличии в 
конструкции одного дефекта. Одним из показателей 
множественного характер дефектности является 

параметр  , определяющий среднее число 

дефектов, приходящихся на единицу длины участка 
контроля [7]. Для определения вероятности 

появления k  дефектов на участке длиной x  
используется закон распределения Пуассона 

!k/)xexp()x()x(П k
k −= . В рамках 

последовательной схемы зависимости отказов 
использование формулы полной вероятности для 

участка протяженностью x  с одинаковыми 
условиями нагружения приводит к выражению ВБР в  

виде 


=

−−==

0

1

k

)]n(R[xk
k e)n(R)x(П)x,n(R , где 

)n(R определяется по зависимости (4). 

2. Результаты расчетов 

Выполнен сравнительный анализ моделей РУТ в 
виде зависимости Пэриса и формулы (2) при 

варьировании математического ожидания 
0l

m  СВ 

начальной длины трещины, распределенной по 
нормальному закону. Результаты расчетов, 

полученные при 
thll m/m

0
=1; 1,5; 2, где 

( ) = //Km thlth

2  и представленные на рис. 2, 

показывают существенную зависимость оценки ВБР 
от выбора модели РУТ. 

 

Рис. 2. Влияние модели РУТ на ВБР: --- Пэрис; — 

модель (2) (цифры указывают отношение 
thll m/m

0
) 
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В дальнейших расчетах использовалась модель 
РУТ, определяемая зависимостью (2) с показателем 

степени m =0,68 и коэффициентом С , 

распределенным по нормальному закону с 

параметрами 610755 −= ,mC  и 610−=C . 

Выполнен анализ случаев развития краевой и 
центральной трещин. Распределение СВ начальной 
длины трещины принято по данным [7] в виде 
логарифмически нормального закона с параметрами 

0l
 =3,12 и 

0l
 =0,8. Для СВ thK  и fcK  использован 

нормальный закон с математическими ожиданиями 

thKm =6 МПам0,5, 
fcKm =70 МПам0,5 и 

коэффициентом вариации 0,15. 

В качестве максимального значения extr

принято напряжение по условию предельной 

прочности, равное max
extr =230 МПа. 

Соответствующее значение max
oper =110 МПа 

определяется отношением расчетных высот волн с 

обеспеченностями 
810−=P  и 

310−=P . Расчеты 

)n(R  для случая одного дефекта выполнены при 

варьировании значений extr  и oper  относительно 

их максимальных значений с коэффициентами 1, 0,8, 
0,6, 0,4, которые указаны на соответствующих кривых 
результатов, представленных на рис. 3 а. 
Зависимости ВБР от протяженности участка шва при 

значении  =0,045 1/м [7] и различном числе циклов 

нагружения приведены на рис. 3 б. 

 

а)                                                                                                  б) 

Рис. 3. Зависимость ВБР от числа циклов нагружения а) и протяженности шва  
б): — краевая трещина; --- центральная трещина 

Заключение 

В результате выполненного исследования в 
отличие от приближенных методов вычисления ВБР 
для случая сквозных усталостных трещин 
разработан подход, основанный на методе условных 
функций надежности. Выполнен учет случайного 
характера начальных размеров трещин и 
параметров циклической трещиностойкости 
материала. Показано, что для начальных размеров 
трещин, соответствующих пороговой области их 
развития необходимо использовать модели РУТ, 

позволяющие учитывать пороговое значение КИН. 
Результаты расчетов, выполненных на основе 
литературных данных по дефектности сварных швов 
судовых конструкций, показывают возможность 
принятия на их основе решения о необходимом 
объеме контроля швов в зависимости от технологии 
сварки, протяженности соединений и уровня 
расчетного напряжения. Дальнейшее развитие 
предложенного подхода связано с учетом 
стохастического характера нагружения конструкций 
морской техники. 
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Теоретические основы математического моделирования локального дрейфа 
льда на основе метода дискретных элементов 
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1ГНЦ РФ Арктический и антарктический научно-исследовательский институт 

Аннотация. В рамках проекта 5.1 Плана выполнения научно-исследовательских и технологических работ 
Росгидромета на 2020–2024 гг. велась разработка интерактивной системы прогнозирования локального 
дрейфа на основе метода дискретных элементов, применимую для ключевых участков арктического шельфа. 
Задачей данной системы является обеспечение возможности учета конкретной ледовой обстановки и 
гидрометеорологических параметров на заданной акватории. Это необходимо для своевременного 
прогнозирования ледовых условий, в том числе экстремальный, в непосредственной близости от инженерных 
объектов, и в конечном счете для снижения рисков, связанных с воздействием льда, при их эксплуатации. Была 
создана первая версия программного обеспечения, в рамках которой реализованы: алгоритм постановки 
начальных условий по ледяному покрову, который имитируется как множество дискретных элементов, 
алгоритмы усвоения гидрометеорологических данных, требуемых для расчетов дрейфа, а также алгоритмы 
решения системы уравнений движения каждой отдельной льдины. 
Ключевые слова: дрейф льда, математическое моделирование, ледовый режим, гидрологический режим, 
метод дискретных элементов, сплоченность льда. 
Финансирование: Исследования выполнены в рамках НИТР 5.1.1 Росгидромета на 2020–2024 гг. «Развитие 
моделей, методов и технологий мониторинга и прогнозирования состояния атмосферы, океана, морского 
ледяного покрова, ледников и вечной мерзлоты (криосферы), процессов взаимодействия льда с природными 
объектами и инженерными сооружениями для Арктики и технологий гидрометеорологического обеспечения 
потребителей». 
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Theoretical foundations of mathematical modeling of local ice drift based on the 
discrete element method 

Nina A. Krupina1 olks@aari.ru, Anna V. Savitskaya1 savanna@ aari.ru, Sergey V. Klyachkin1 svkl@aari.ru,  
Polina V. Patseva1 pvpatseva@aari.ru 

1State Scientific Center of the Russian Federation Arctic and Antarctic Research Institute,  
Saint-Petersburg, Russian Federation 

Abstract. Within the framework of project 5.1 of the Plan for the implementation of scientific research and technological 
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Введение 

Существующие численные модели дрейфа льда 
в большинстве своем ориентированы на большие 
акватории – моря, а то и Северный Ледовитый океан 
в целом (например, [1—6]). Модели локального 
дрейфа, как правило, требуются для решения 
инженерных задач. То есть в тех случаях, когда 
необходимо оценить движение каждой конкретной 
льдины. Примерами таких методов могут служить 
параметрическая модель, описанная в [7] для 
моделирования потенциальных разливов нефти, 
модель, предназначенная для использования в 
ледовом тренажере, описанная в [8], модели для 
оценки нагрузок на сооружения ([9–10]) и т.д.  

Обзор доступных литературных источников, 
описывающих моделирование дрейфа льда методом 
дискретных элементов, показал, что до сих пор 
остается открытым вопрос расчета контактных сил 
при столкновении льдин друг с другом, и результата 
столкновения. Возможны варианты, когда в 
результате контакта одна или обе льдины 
разрушились, или  

произошло раздробление льда на соприкасающихся 
кромках льдин, или разрушение льда привело к 
торошению или наслоению льда, или льдины 
разошлись после взаимодействия. Для каждого из 
этих сценариев взаимодействия необходимо 
подобрать подходящий расчетный алгоритм для 
определения контактных сил.  

Еще одним важным вопросом является 
геометрическая форма льдин. В большинстве 
алгоритмов льдины в горизонтальной плоскости 
описываются окружностью. Это позволяет 
моделировать большую сплоченность льда на 
акватории. Однако для более достоверного 
моделирования динамики каждой льдины и 
контактных взаимодействий, в разрабатываемом 
алгоритме в качестве элемента, описывающего 
льдину, используется призма с основаниями в виде 
равных неправильных многоугольников. Это 
повлечет за собой усложнение уравнений движения 
льдины и необходимость учета момента силы и 
вращения льдины относительно вертикальной оси, 
но в конечном счете движение каждой льдины будет 
моделироваться более корректно. 

 

Рис. 1. Блок схема алгоритма прогнозирования локального дрейфа на основе метода дискретных элементов 
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Описание алгоритма 

Реализованный алгоритм в целом можно 
разделить на 4 блока: 

‒ подготовка исходных данных по 
гидрометеорологическим условиям; 

‒ постановка начальных условий по ледяному 
покрову; 

‒ выполнение расчетов движения льдин под 
действием внешних факторов; 

‒ визуализация результатов. 
Блок схема алгоритма прогнозирования 

локального дрейфа на основе метода дискретных 
элементов представлена на рис. 1. 

Алгоритм прогнозирования локального дрейфа на 
основе метода дискретных элементов заключается в 
последовательности следующих операций: 

‒ определение границ заданной акватории в 
глобальной системе координат; 

‒ получение исходной информации о ледовой 
обстановке; 

‒ генерация массива отдельных льдин с 
заданными параметрами;  

‒ постановка начальных условий по ледяному 
покрову путем размещения сгенерированных льдин 
на заданной акватории; 

‒ формирование для заданной акватории поля 
скоростей и направлений ветра на сеточной области 
с шагом не более 1 км; 

‒ формирование для заданной акватории поля 
скоростей и направлений течений на сеточной 
области с шагом не более 1 км; 

‒ решение системы дифференциальных 
уравнений движения для каждой льдины, для 
определения ее скорости, ускорения, угла поворота 
и нового положения центра тяжести; 

‒ анализ наличия зон контакта льдин между 
собой и с береговой линией или припаем, в случае 
наличия таких зон выполнение расчета контактных 
сил;  

‒ визуализация результатов расчетов и их 
сохранение в выходной файл. 

Подготовка начальных условий по ледяному 
покрову методом дискретных элементов 

Основная идея имитации ледяного покрова 
методом дискретных элементов заключается в том, 
что сначала генерируется множество отдельных 
льдин, отвечающих определенным требованиям, а 
затем готовые льдины размещаются на заданной 
площади, обеспечивая требуемую сплоченность. 
При формировании множества отдельных льдин 
(дискретных элементов) соблюдаются заранее 
заданные параметры распределения площадей, 
горизонтальных размеров, а также сплоченность 
льда на рассматриваемой акватории. Принято 
допущение, что каждая льдина имеет форму 
многоугольника, вписанного в эллипс, причем 
количество углов варьируется случайным образом от 
4 до 20, а характеристики эллипса соответствуют 
заданным параметрам распределения.  

Доступны три варианта ввода информации о 
ледяном покрове. Во-первых, можно загрузить файл 
с готовой ледовой обстановкой, основанной, 

например, на оцифровке снимка аэрофотосъемки, на 
котором видны формы и размеры каждой льдины. 
Второй способ подготовки данных по ледяному 
покрову – это использование информации, 
представленной в виде «овального символа» [11]. А 
третий вариант – это использование shape-файлов, в 
которых обычно хранится информация ледовых карт. 
Фактически такая форма исходных данных 
отличается от «овального символа» тем, что 
заданная акватория может быть поделена на 
однородные ледовые зоны, границы которых также 
задаются в shape-файле, и для каждой ледовой зоны 
ледовые условия описываются «овальным 
символом». Имитируется не только форма и 
размеры льдины в плане, но и ее толщина. При этом 
толщина льдины принимается равномерно 
распределенной величиной в пределах возрастной 
градации. В случае, если на рассматриваемой 
акватории наблюдается припай, то льдины 
распределяются на площади, ограниченной не 
береговой линией, а границей припая.  

На рис. 2 показан пример подготовленного 
распределения льдин по расчетной акватории. В 
данном примере ледяной покров общей 
сплоченностью 8 баллов состоит из ледяных полей 
от больших до гигантских. При данном алгоритме 
льдины размещаются на акватории с учетом 
береговой линии таким образом, чтобы в начальный 
момент времени между ними не было пересечений, 
т.е. каждая льдина по периметру окружена водой. 
Для контроля этого условия льдины не закрашены, а 
отображены только контуром.  

 

Рис. 2. Результат имитации ледяного покрова в 
северной части Обской губы методом дискретных 
элементов: поля и обломки полей, сплоченность – 8 

баллов, общее количество льдин около 25000 

В натурных условиях часто встречается ледяной 
покров, образованный льдами различных форм, т.е. 
имеющих существенно различные размеры в плане. 
Например, он может состоять из ледяных полей 
(размеры льдин более 500 м), пространство между 
которыми заполнено мелкобитым льдом (размеры 
льдин до 20 м). В рамках описанного алгоритма не 
составляет труда имитировать полимодальные 
распределения площадей, что обеспечивает 
неограниченную гибкость модели. Наблюдается 
хорошее совпадение статистических функций 
распределения геометрических характеристик по 
натурным данным и по результатам имитации с 
помощью описанного алгоритма (см. рис. 3).

 



Морские интеллектуальные технологии/Marine intellectual technologies    № 4 часть 2, 2025/ № 4 part 2, 2025 

114 
 

 

 

Рис. 3. Статистические функции распределения 
основных геометрических характеристик 

При использовании алгоритма размещения 
исходные данные, являющиеся результатами 
обработки натурных наблюдений, отражаются в 
явном виде на геометрии льдин, в то время как 
корреляционная функция исходного поля в явном 
виде при имитации ледяного покрова, т.е. при 
постановке начальных условий, не учитывается. 
Однако, выяснилось, что при совпадении основных 
характеристик натурного и имитированного ледяного 
покрова, их корреляционные функции также 
одинаковы, что является важным подтверждением 
работоспособности алгоритма.  

Расчет движения льдин 

Определяющими силами, влияющими на 
перемещение льдины, являются гидродинамическая 
(сила со стороны течения), аэродинамическая (сила 
ветра) и сила взаимодействия между льдинами.  Для 
получения расчетных значений силы ветра 
необходимо задать скорость и направление 
приземного ветра. А для расчета силы течения – 
скорость и направление подледного течения. Эти 
данные задаются в узлах квадратной сетки с разным 
шагом. Подготовка исходных данных по 
гидрометеорологическим параметрам заключается в 
интерполяции всех данных на узлы заданной сетки.  

Движение льдин описывается следующей 
системой дифференциальных уравнений: 

𝑚𝑓
𝑑2𝑋

dt
2 = 𝜏αx − 𝜏wx + 𝐹cx − 𝐹sx − 𝐹gx + 𝐹ix

𝑚𝑓
𝑑2𝑌

dt
2 = 𝜏αy − 𝜏wy − 𝐹cy − 𝐹sy − 𝐹gy + 𝐹iy

𝐼𝑓
𝑑2𝜓

dt
2 = 𝛭𝑖 − 𝛭𝑑

, 

где mf – масса льдины; If – момент инерции льдины; 
X, Y – линейные перемещения центра тяжести 

льдины; ax, ay – касательные напряжения 
аэродинамических сил вдоль двух ортогональных 

осей; wx, wy – касательные напряжения 
гидродинамических сил вдоль двух ортогональных 
осей; Fcx, Fcy – проекции сила Кориолиса на две 

ортогональные оси; Fgx, Fgy – проекции 
гравитационной силы на две ортогональные оси; Fix, 
Fiy – проекции силы взаимодействия между льдинами 
или взаимодействия с берегом/припаем на две 
ортогональные оси. 

Движение каждой льдины моделируется во 
временной области. Определяющими силами, 
влияющими на перемещение льдины, являются 
гидродинамическая (сила со стороны течения), 
аэродинамическая (сила ветра) и сила 
взаимодействия между льдинами.  

Пользовательский интерфейс системы  

Описанные выше алгоритмы были реализованы в 
виде программного обеспечения на языке Delphi. Для 
удобства использования ПО снабжено 
пользовательским интерфейсом. На рис.4 показан 
фрагмент процесса моделирования. На экран 
выводятся текущие средние значения скорости и 
направления дрейфа, что позволяет качественно 
оценить правдоподобность результатов расчета. 
Мгновенные значения скоростей и направлений 
дрейфа отображаются вектором красного цвета, 
выходящим из центра льдины. Стрелки скорости 
отображаются только для обширных ледяных полей. 
Перемещение льдин также отображается на экране. 
Перестройка картинки происходит не на каждом 
временном шаге моделирования, а 1 раз в минуту. 
Если центр льдины выходит за обозначенные 
границы акватории, то такая льдина исключается из 
дальнейшего рассмотрения. Если центр льдины 
оказывается за береговой линией или линией 
припая, то такая льдина также исключается из 
рассмотрения, считается, что ее скорость равна 0, 
однако, она не удаляется из массива и продолжает 
отображаться на экране. При взаимодействии льдин 
друг с другом, при возникновении значительных 
контактных усилий они могут дальше двигаться 
совместно. Разрушение льдин в процессе в 
взаимодействия в настоящее время не 
моделируется.  

 

Рис. 4. Экран пользовательского интерфейса с 
пунктом меню “Моделирование” 

На рис.4 показан разреженный ледяной покров 
сплоченностью 5 баллов. Расчетный алгоритм 
занимает продолжительное время. Как видно из 
рисунка продолжительность процесса составила 
меньше двух часов. Однако, это заняло больше 4 
часов компьютерного времени. При рассмотрении 
акватории больших размеров или большей 
сплоченности льда затраты времени, необходимые 
на расчеты кратно возрастают. Поэтому для 
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использования данного ПО в оперативном режиме 
требуется компьютер большой производительности. 

Заключение 

1. Разработан алгоритм постановки начальных 
условий по ледяному покрову методом дискретных 
элементов с возможностью задания исходной 
информации тремя разными способами. 

2. Разработан алгоритм расчета перемещения 
каждой льдины (дискретного элемента) под 
воздействием внешних гидрометеорологических 
факторов и сил взаимодействия между льдинами. 

3. Подготовлена версия ПО для моделирования 
локального дрейфа льда для условий Обской губы. 

4. Проведены пробные расчеты, которые 
показали работоспособность алгоритма в целом, 
однако необходима оптимизация внутренней 
структуры программного обеспечения для 
уменьшения продолжительности расчетов. 

5. Область применения разработанного ПО – при 
планировании и обеспечении безопасности 
транспортных операций вблизи морских 
гидротехнических сооружений в ледовых условиях.  
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Определение ключевых режимов динамического изгиба ледяного покрова 
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Аннотация. Необходимость обеспечения коммерчески эффективных скоростей судов в сплошных льдах 
обуславливает актуальность перехода от традиционных квазистатических моделей взаимодействия судов со 
льдом к анализу динамических эффектов, возникающих при деформации ледяного покрова. Понимание 
динамики изгиба льда при поперечном нагружении является фундаментальной задачей для оценки ледовой 
ходкости и совершенствования методов экспериментальных исследований. В работе представлен 
теоретический анализ уравнения динамического изгиба ледяного покрова, моделируемого тонкой упругой 
пластиной на поверхности идеальной несжимаемой жидкости, под действием сосредоточенной нагрузки. С 
использованием интегрального преобразования Ханкеля задача переведена в спектральную область по 
волновым числам. Последующее приведение уравнения к безразмерному виду на основе теории подобия 
позволило выявить ключевые характерные масштабы задачи, включая длину, время, прогиб и силу, а также 
безразмерные критерии, определяющие физику процесса. В результате анализа безразмерных комплексов 
выполнена оценка относительного вклада инерции льда и присоединенных масс воды в баланс инерционных 
сил; показано доминирование последних в наиболее значимом диапазоне волновых чисел. Определены два 
ключевых критерия, имеющих прямое практическое значение. Во-первых, установлен показатель 
динамического характера процесса – характерная скорость изгиба, – позволяющий разграничить 
квазистатический и динамический режимы нагружения. Во-вторых, выведен критерий, определяющий, при 
каком отношении радиуса нагрузки к характерной длине изгиба распределенную нагрузку можно с заданной 
точностью аппроксимировать сосредоточенной силой. Полученные критерии применимы при планировании и 
интерпретации натурных и модельных экспериментов по разрушению льда. 
Ключевые слова: ледяной покров, деформация льда, ледокол, динамика льда 
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DOI: https://doi.org/10.37220/MIT.2025.70.4.084 

Determining key indicators of dynamic bending regimes of ice cover under a non-
movement load 
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1Nizhny Novgorod State Technical University named after R. E. Alekseev, Nizhny Novgorod, Russian Federation 

Abstract. The need to ensure commercially effective vessel speeds in level ice drives the transition from traditional 
quasi-static models of ship-ice interaction to the analysis of dynamic effects associated with ice cover deformation. 
Understanding ice bending dynamics under transverse loading is a fundamental task in assessing icebreaking 
capability and refining experimental research methods. This study presents a theoretical analysis of the dynamic 
bending equation for an ice cover, modeled as a thin elastic plate on the surface of an ideal incompressible fluid, under 
a concentrated load. The problem was transferred to the spectral domain by wavenumber using the Hankel integral 
transform. Subsequent non-dimensionalization, based on similarity theory, identified the key characteristic scales of 
the problem — including length, time, deflection, and force — along with the dimensionless criteria that govern the 
process physics. Analysis of the dimensionless complexes assessed the relative contributions of ice inertia and added 
water mass to the inertial force balance. The latter was shown to dominate in the most significant wavenumber range. 
Two key criteria of direct practical importance were determined. First, an indicator of the process's dynamic nature — 
the characteristic bending speed — was established, allowing distinction between quasi-static and dynamic loading 
regimes. Second, a criterion was derived determining the ratio of the load radius to the characteristic bending length at 
which a distributed load can be approximated as a concentrated force with a given accuracy. The derived criteria are 
applicable for planning and interpreting full-scale and model experiments on ice failure. 
Key words:  ice cover, ice deformation, icebreaker, ice dynamics 
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Введение 

Проведение исследований движения судов в 
сплошных льдах представляет собой сложную 
задачу, имеющую критическое значение для 
обеспечения безопасной и эффективной навигации в 
арктических и других замерзающих акваториях. 
Одним из фундаментальных аспектов этого 
взаимодействия является изгиб ледового поля под 
действием приложенной к нему поперечной нагрузки 
от корпуса судна. В исследованиях этого процесса, 
проводящихся в НГТУ им. Р.Е. Алексеева как с 
натурными [1], так и с модельными льдами [2], 
используется методологический подход, согласно 
которому к сплошному ледовому полю на малой 
площади прикладывается нагрузка, возрастающая 
вплоть до его полного пролома. Точное 
математическое описание этого процесса требует 
учета целого ряда физических факторов, включая 
упругие свойства льда, его инерцию, а также 
статическую и динамическую реакцию воды. 

Большинство известных работ исследователей, 
занимавшихся изучением динамики ледяного 
покрова [3–9], в основном были сосредоточены на 
решении таких практически важных задач, как 
обеспечение безопасного движения нагрузки по 
льду, разрушение льда резонансным способом, 
работа на льду различных технических средств, 
производящих периодическое импульсное 
воздействие, распространение волн в морях, 
покрытых льдом, развитие методов численного 
моделирования взаимодействия льда и воды. До 
настоящего времени мало внимания уделялось 
исследованиям динамических явлений в сплошном 
ледовом поле, возникающих как при движении судов, 
так и при проведении лабораторных исследований 
по разрушению льда нагрузкой малой площади. 

Традиционно задачи, связанные с 
взаимодействием судов со льдом, рассматривались 
в рамках квазистатических моделей [10]. Такой 
подход, предполагающий медленное изменение 
приложенных сил и пренебрежение инерционными 
явлениями, оказался эффективным для анализа 
движения судов с предельно малыми скоростями в 
толстых льдах и позволил построить фундамент 
теории разрушения ледяного покрова [11]. Тем не 
менее, с развитием арктической навигации заказчики 
начали предъявлять новые требования к 
судостроительной промышленности, связанные с 
созданием ледоколов, способных обеспечить 
коммерчески эффективную скорость движения 
транспортных судов в ледовых условиях [12; 13]. С 
повышением внимания к этим режимам плавания 
стали актуальными исследовательские задачи, 
направленные на изучение динамических эффектов, 
имеющих место при деформации и разрушении 
ледяного покрова. 

Понимание этих явлений требует перехода к 
более сложным математическим моделям, 
учитывающим временную зависимость процессов и 

инерционные силы. Введение в уравнения изгиба 
ледяного покрова динамических членов, отвечающих 
за инерцию льда и присоединённых масс воды, 
существенно увеличивает их сложность и количество 
входящих параметров. Для эффективного анализа 
таких многопараметрических систем и обеспечения 
возможности обобщения результатов 
экспериментальных исследований на физические 
процессы различного масштаба необходимо 
использовать методы теории подобия [14]. 
Преобразование исходных уравнений к 
безразмерному виду позволяет свести задачу к 
зависимости от ограниченного числа критериев, 
каждый из которых имеет четкую физическую 
интерпретацию. 

1. Уравнение динамического изгиба ледяного 
покрова сосредоточенной нагрузкой  

Для описания изгиба ледяного покрова 
воспользуемся теорией тонких упругих пластин [15]. 
В статических задачах вода, покрытая льдом, обычно 
рассматривается как упругое основание, но в тех 
случаях, когда интерес представляет динамика 
процесса, приходится привлекать уравнения 
гидродинамики, учитывающие распределение 
давлений в воде [4]. В осесимметричном случае, 
когда прогиб ледяной пластины зависит только от 

радиальной координаты r  и времени t , уравнение 

изгиба представляет собой баланс вертикальных 
сил, действующих на элемент льда: 

( )
( )

( ) ( ) ( )
2

4

2

,
, , , ,st d

w r t
D w r t m p w r t p r t q r t

t


 + − − =


   (1) 

Члены, входящие в уравнение (1), 
иллюстрируют влияние различных факторов, 
имеющих определяющие значение для физики 
процесса. Первым из них является упругая реакция 
ледяного покрова, характеризуемая цилиндрической 
жесткостью: 

( )

3

212 1

лEh
D =

− 
   (2) 

где E  – модуль упругости льда; 
лh  – толщина 

льда;   – коэффициент Пуассона льда. 

Величина D  определяет сопротивление 
пластины изгибу и зависит от упругих свойств 
материала и толщины пластины. В осесимметричных 
координатах вклад сил упругости в уравнение 
движения описывается первым членом в уравнении 

(1) ( )4 ,D w r t , где ( )w r  – прогиб пластины на 

расстоянии r  от точки приложения силы, 4  – 

бигармонический оператор, который в 
цилиндрических координатах имеет вид: 

2
2

4

2

1

r r r

  
 = + 

  
   (3) 

Вторым важным фактором является инерция 
ледяного покрова, учитываемая вторым членом 
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( )2

2

,w r t
m

t




, где 

л лm h=   – масса льда на единицу 

площади. Этот член отражает силы инерции, 
возникающие при вертикальном ускорении 
элементов ледяной пластины. 

Третий и четвертый факторы связаны с 
реакцией идеальной несжимаемой жидкости, на 
поверхности которой покоится ледяной покров. 
Статическая реакция жидкости обусловлена 
архимедовой силой и пропорциональна величине 

прогиба льда ( ),w r t , что выражается членом 

( ),stp w r t , где 
st вp g= −  – статическое давление воды 

на лёд (архимедова сила плавучести), знак минус 

связан с тем, что вертикальная ось z  задачи 
направлена вниз, 

в  – плотность воды, а g  – 

ускорение свободного падения. Динамическая 
реакция жидкости 

dp , вызванная прогибом ледяного 

покрова, определяется давлением на пластину на 

уровне 0z = . Строго говоря, в данном случае 

динамическое давление необходимо определять на 

нижней поверхности льда, т.е. при z w= . Обычно в 

задачах динамического изгиба [4] это допущение 
вводят с целью упрощения граничных условий и 
избавления от нелинейности в уравнении, что 
допустимо, т.к. прогибы пластины (и, следовательно, 
перемещение жидкости под ней) малы по сравнению 
с длинами волн и разницей между реальными 

значениями давлений на глубинах 0z =  и z w=  

можно пренебречь. 
Движение идеальной несжимаемой жидкости 

описывается потенциалом скорости ( ), ,r z t , 

который удовлетворяет уравнению Лапласа: 

( )
2 2

2

2 2

1
, , 0r z t

r r r z

   
  = + +  = 

   
 (4) 

На поверхности воды ( )0z =  в линейном 

приближении выполняется кинематическое 
граничное условие, связывающее вертикальную 
скорость воды с вертикальной скоростью льда: 

0z

w

z t=

 
=

 
   (5) 

Динамическое давление на поверхности воды 
определяется линеаризованным уравнением 
Бернулли: 

( )
0

,d в

z

p r t
t =


= −


  (6) 

Линеаризация уравнения Бернулли основана на 
предположении о малости деформаций ледяного 
покрова и скоростей движения жидкости. 

В правой части уравнения (1) записана ( )q r  – 

распределённая по поверхности льда нагрузка. 

Сосредоточенная нагрузка ( )P t , приложенная в 

центре пластины ( )0r =  и рассматриваемая в 

данной задаче, может быть представлена как 
распределенная нагрузка с использованием дельта- 
функции Дирака в цилиндрических координатах: 

( )
( ) ( )

,
2

P t r
q r t

r


=


  (7) 

Интеграл от этой распределенной нагрузки по 
любой площади, содержащей точку  

0r = , равен ( )P t . В итоге, уравнение изгиба (1) 

имеет вид: 

( )
( )

( )
( ) ( )2

4

2

0

,
, ,

2
л л в в

z

w r t P t r
D w r t h gw r t

t t r=

 
 +  +  +  =

  
   (8)

Для дальнейшего анализа упростим вид 
уравнения (8), применив преобразование Ханкеля по 

радиальной координате r  ко всем записанным ранее 
выражениям. Интегральное преобразование 

Ханкеля нулевого порядка для функции ( )f r  даётся 

формулой [16]: 

( ) ( ) ( )0
0

F rJ r f r dr


 =  ,  (9) 

где ( )0J r  – функция Бесселя первого рода нулевого 

порядка, а   – переменная преобразования 

(пространственная частота). Обратное 
преобразование Ханкеля имеет вид: 

( ) ( ) ( )0
0

f r J r F d


=       (10) 

Поле прогибов ледяного покрова ( ),w r t  (для 

радиально-симметричной задачи) может быть 

разложено в спектр ( ),W t  и представлено как 

непрерывная сумма (интеграл) функций Бесселя 

( )0J r  с различными значениями радиального 

волнового числа  : 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
0

0
0

, ,

, ,

W t rJ r w r t dr

w r y J r W t d





 = 

=    




 (11) 

Из (11) видно, что каждая функция ( )0J r  (при 

фиксированном   и меняющемся r ) описывает 

определенный радиально-симметричный 
пространственный профиль, осциллирующий в 
радиальном направлении, который можно назвать 
пространственной модой, соответствующей 

волновому числу  . Оно определяет частоту её 

колебаний: чем больше  , тем чаще осцилляции по 

радиусу r . Функция ( ),W t  представляет собой 

распределение «весов» или «вкладов» каждой 

пространственной моды ( )0J r  в поле прогибов 

( ),w r t  в каждый момент времени t . 

Спектральное представление лапласиана в 

осесимметричных координатах (4) относительно r  
имеет вид [16]: 
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( )
2

2

2
, , 0z t

z

 
−    = 

 
,  (12) 

где ( ), ,z t   – преобразование Ханкеля от 

потенциала ( ), ,r z t . 

Преобразование граничного условия (5) 
приводит к соотношению: 

0z

W

z t=

 
=

 
  (13) 

Преобразование выражения для динамического 
давления (6) даёт ещё одно соотношение: 

( )
0

,d в

z

P t
t =


 = −


,  (9) 

где ( ),dP t  – преобразование Ханкеля от ( ),dp r t . 

Принимая во внимание, что 
2

2

1 1w w w
r

r r r r r r

    
+ =  

    
, а также свойство 

преобразования Ханкеля [16] 

( )2

0

1 w
H r W

r r r

   
= −   

   
, бигармонический 

оператор (3) преобразуется в ( )4 ,W t  . 

Преобразование члена ( ),вgw r t  даёт  [17] 

( ),вgW t  , а 
2

2

w
m

t




 преобразуется в 

2

2

W
m

t




. 

Используя свойство дельта-функции [16] 

( ) ( ) ( )0x f x dx f
+

−
 = , а также тот факт, что вклад 

дельта-функции в значение интеграла происходит 

только в точке 0r = , преобразование 

сосредоточенной нагрузки (7) даёт 

( )
( ) ( ) ( )0 0

,
2 2

P t J P t
Q t = =

 
. Таким образом, уравнение 

изгиба (1) в спектральном представлении по 
волновым числам имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )2

4

2
, , , ,

2
в d

P tW
D W t m t gW t P t

t


  +  +   −  =

 
(15) 

Общее решение уравнения (12) есть: 

( ) ( ) ( ), , , ,z zz t A t e B t e −  =  +            (16) 

Учитывая свойство преобразования Ханкеля с 

0  , видим, что для выполнения условия затухания 

потенциала с глубиной при z →   необходимо, 

чтобы  ( ), 0A t = . Следовательно, для 0   

решение (16) сводится к: 

( ) ( ), , , zz t B t e−  =    (17) 

Используя преобразованное граничное условие 
на поверхности жидкости (13), найдём производную 

решения (17) при 0z = : 

( )
0

,
z

B t
z =


= − 


  (18) 

Учитывая (13), получим: 

( )
1

,
W

B t
t


 = −

 
   (19) 

Таким образом, преобразованный потенциал 
скорости равен: 

( )
1

, , zW
z t e

t

−
  = −

 
  (20) 

Подставим выражение для ( ), ,z t   в 

преобразованное уравнение Бернулли (14). Сначала 

найдем производную 
2

2

0 0

1 z

z z

W
e

t t

−

= =

 
= − =

  
 

( )2

2

,1 W t

t

 
= −

 
. 

Следовательно, спектр динамического 
давления по волновым числам выражается как: 

( )
2

2
, в

d

W
P t

t

 
 =

 
   (21) 

Подставим выражение (21) в преобразованное 
уравнение изгиба ледяного покрова (15) и получим 
окончательный вид спектрального уравнения 
динамического изгиба льда: 

( )
( )

( )
( ) ( )2 2

4

2 2

, ,
, ,

2

в
в

W t W t P t
D W t m gW t

t t

   
  + +   − =

   
   (22)

2. Анализ полученного уравнения  

Для дальнейшего анализа приведём уравнение 
(22) к безразмерному виду. Введём характерные 
параметры: 

cL  – характерная длина, 
cT  – 

характерное время, 
cw  – характерный прогиб, 

cP  – 

характерная сила, 
cW  – характерный параметр 

спектра прогиба льда, а также, основываясь на них, 
безразмерные переменные: 

, , , 

, , 

c c c

c c c

r r L t t T w w w

L W W W P P P

= = =

 =  = =
 (23) 

Как было показано в [14], такого рода выражения, 
называемые безразмерными симплексами, 
инвариантны для подобных явлений (т.е. в данном 
случае всех деформированных ледяных пластин, 

описываемых уравнением (22)), например, idemr = , 

но r  и 
cL  будут различны для каждого 

рассматриваемого случая изгиба ледового поля. 
Определим выражение для безразмерного 

спектра прогибов по волновым числам, для этого 
подставим (23), а также 

cdr L dr=  в (11), получим: 

( ) ( ) ( )2

0
0

, ,c cW t L w rJ r w r t dr


 =          (24) 

Заметим, что в полученном выражении интеграл 

( ) ( )0
0

,rJ r w r t dr


  представляет собой 

преобразование Ханкеля безразмерного прогиба 

( ) ( ) 0, ,W t H w r t = , то есть: 

2

c cW L w W=        (25) 

Учитывая (23), имеем: 
2

c c cW L w=       (26) 
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Теперь, подставляя (23) и (26) в (22), выразим 
размерные величины спектрального уравнения 

динамического изгиба через безразмерные 
переменные и характерные параметры: 

2 2 3 2
4 2

2 2 2 2 2 2

c c c в c c c
в c c

c c c

Dw mL w W L w W P P
W gL w W

L T t T t

  
 + +  − =

   
    (27)

Для того, чтобы сделать это уравнение 
безразмерным, разделим обе его части на один из 
коэффициентов, иными словами, нормируем на один 
из членов. Как показал проведённый анализ, в 

данном случае удобнее всего использовать 
коэффициент перед гидростатическими силами, т.е. 

2

в c cgL w : 

2 2
4

2 2 2 2 2 22

c c

в c в c c в c c

D m W L W P
W W P

gL gT t gT t gw L

 
 + + − = 

     
   (28) 

 

Коэффициенты перед членами уравнения (28) 
представляют собой адромные критерии 
(инварианты) подобия [14] динамического изгиба 
ледяного покрова, т.е. безразмерные комплексы, 
сохраняющие постоянное значение во всех точках 
ледового поля для всех случаев, описываемых 
уравнением (28): 

1 22 2

3 42 2

idem, idem,

idem, idem
2

в c в c

c c

c в c c

D m
K K

gL gT

L P
K K

gT gw L

= = = =
 

= = = =
 

 (29) 

Как показано в [14], приведение уравнения к 
безразмерному виду позволяет получить 
критериальное уравнение, которое не только 
буквенно, но и численно одинаково для всего класса 
рассматриваемых физических явлений. 
Соотношения между образующими его критериями 
наиболее полно характеризуют сущность 
протекающих процессов. Таким образом, для 
дальнейшего анализа деформации ледяного 
покрова сосредоточенной нагрузкой требуется 
определить характерные параметры 

cL , 
cT , 

cP , 
cw , 

входящие в выражения (29).  
Из второй теоремы теории подобия следует, что 

характерные параметры задачи могут быть выбраны 
произвольно [14], однако в нашем случае с целью 
анализа уравнения изгиба определим их таким 
образом, чтобы уравнение (28) имело белее 
компактный, выявляющий безразмерные параметры 
и удобный для анализа и обобщения результатов 
вид. Для этого желательно, чтобы коэффициенты 
при наиболее важных членах безразмерного 
уравнения оказались равны единице или другим 
безразмерным числовым константам. 

Для того, чтобы коэффициент перед первым 
слагаемым в уравнении (28), отражающим действие 
сил упругости, оказался равным единице определим 
значение линейного масштаба как: 

1
4

c

в

D
L

g

 
=  

 
        (30) 

Найденное выражение представляет собой 
характерную длину изгиба льда [10], определяющую 
пространственный масштаб деформации. Этот 
параметр представляет собой расстояние, на 
котором прогиб от локально приложенной нагрузки 

(например, сосредоточенной силы) к ледяной 
пластине, лежащей на воде, в статическом случае 
существенно убывает. Прогиб всей ледяной 
пластины с увеличением расстояния от точки 
приложения силы проявляет осциллирующее 
затухание с экспоненциальной огибающей, а 

cL  

определяет скорость этого затухания. Этот параметр 
имеет прямую связь с задачей статического изгиба 
ледяного покрова, так как ранее он был получен из 
рассмотрения условия равновесия сил упругости и 
сил поддержания, возникающих при деформации 
ледяного покрова [10; 15]: 

( ) ( ) ( )4

вD w r gw r q r +  =   (31) 

Решение уравнения деформации ледяной 
пластины под действием сосредоточенной нагрузки 
получил Герц, оно выражается через функции 
Кельвина: 

( ) ( )
2

kei
2

c

Pl
w r r L

D
=


,           (32) 

где  ( )kei x  – функция Кельвина нулевого порядка 

второго рода, характеризующая затухание прогибов 
пластины. 

Выражение для прогиба льда в начале 
координат (в точке приложения сосредоточенного 
усилия) [15]: 

( )
2

00
8

cPL
w r w

D
→ = =          (33) 

Определим значения характерного размера 
изгиба ледяной пластины (результаты приведены на 
рис. 1) для наиболее широко применяемых в 
практических расчётах параметров льда [10], в том 
числе для модельного пресноводного льда очень 
малой толщины: 

• речной (пресноводный) лёд: 96 10E =   Па, 
31000 кг мв = , 

3920 кг мл = , 

0,345 = ; 

• морской (солёный) лёд: 93 10E =   Па, 
31025 кг мв = , 

3920 кг мл = (по 

рекомендациям [10]), 0,345 = . 

Заметим, что как следует из формул для 
cL  и  

D , 𝐿𝑐 ∼ ℎл

3

4 . 
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а)      б)  

Рис. 1 Характерный размер изгиба: а) – модельный лёд малых толщин; б) – натурный лёд 

Характерный параметр времени динамического 
изгиба льда 

cT  определим аналогичным образом, 

предположив равенство единице коэффициента 
перед вторым членом уравнения (28): 

c

в

m
T

g
=


       (34) 

Этот коэффициент характеризует время 
колебания льда на гидростатическом основании. 
Проведём анализ получившегося параметра 
времени. Представим бесконечно малый фрагмент 
льда, плавающий на поверхности воды. Поведение 
этой динамической системы можно описать с 
помощью уравнения простого гармонического 
осциллятора (свободных гармонических колебаний): 

2

2
0в

d w
m gw

dt
+  =           (35) 

Разделив обе части этого уравнения на m , 

перепишем его в стандартном виде для линейного 
однородного дифференциального уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами: 

2

2
0вd w g

w
dt m


+ =    (36) 

Решение уравнений такого вида известно, оно 
имеет вид гармонических колебаний, в данном 
случае: 

( ) ( )cosw t A t=  +  ,    (37) 

где A  – амплитуда;   – фаза; 
вg

m


 =  – угловая 

частота, которая определяет, насколько быстро 

меняется фаза, т.е. насколько быстро происходят 

колебания. Связь угловой частоты   с линейной f  

и периодом колебаний t  определяется, как известно, 

формулами: 

2
2 f

T


 =  =            (38) 

Таким образом, можем заметить, что 
характерный параметр времени изгиба (34) 
представляет собой промежуток времени, равный 

1

2
 от периода собственных колебаний льда, 

плавающего на поверхности воды, т.е. время, за 
которое система производит один радиан 
собственных колебаний под действием только сил 
инерции льда и гидростатического давления воды. 
Если процессы происходят за время намного 
большее, чем 

cT , то система успевает 

адаптироваться к изменению нагрузки, и 
инерционные эффекты масс льда играют малую 
роль. 

Определим значения характерного времени 
динамического изгиба льда (34) (рис. 2), используя те 
же значения, что и при определении характерного 
размера (рис. 1). 

Вывод: солёность льда не оказывает 
существенного влияния на характерное время 
динамического изгиба (для использовавшихся в 
расчёте по рекомендациям [10] характеристик льда). 

а)       б)  

Рис. 2 Характерное время динамического изгиба: а) – модельный лёд малых толщин; б) – натурный лёд 

Для четвёртого коэффициента в (28) введём 

безразмерный параметр  , представляющий собой 

отношение присоединённой массы воды к массе 
льда на единицу площади ледяного покрова: 
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в cL

m


 =      (39) 

Для анализа этот коэффициент также удобно 
представить в следующем виде: 

1

*
л

c

h

L

− =   ,      (40) 

где 
* л в =    – относительная плотность льда; 

лh  – 

толщина льда; 
cL  – характерная длина изгиба льда. 

Для определения коэффициента в правой части 
уравнения (28) в качестве характерного прогиба 

cw  

выберем прогиб под сосредоточенной нагрузкой для 
статического случая (33). С учётом (30): 

8c в cP D gw=         (41) 

В этом выражении, определяющем связь между 

cw  и 
cP , коэффициент 8 вD g  можно 

характеризовать как статическую жёсткость изгиба 
льда. Тогда в (28) коэффициент перед нагрузкой 
есть: 

1
2

1 4

22
88

c

c в
в

в
вв

P

DP D gg
g DgD g

= =
       

  (42) 

Теперь запишем окончательный вид 
безразмерного уравнения спектра прогибов льда 
(28), используя полученные параметры (30), (34), (39) 
и (41): 

2
4

2

4
1

W
W W P

t

  
 + − + = 

   
   (43) 

Безразмерное уравнение и входящие в него 
параметры позволяют выполнить качественный и 
количественный анализ динамического изгиба льда в 
независимости от конкретных его характеристик и 
типов (например, можно рассматривать различные 
материалы льда) или условий эксперимента. 
Например, анализ деформаций льда в масштабах 

1r   и 1t   позволяет понять, насколько быстро 

развиваются динамические процессы по сравнению 
с характерными длиной изгиба и временем 

колебаний льда. Параметр   напрямую показывает, 

насколько важны эффекты присоединённой массы 
воды по сравнению с собственной инерцией льда. 

Полученное уравнение (42) иллюстрирует вклад 
различных сил в деформацию ледяного покрова: 

• 
4W  – упругие силы сопротивления прогибу 

пластины (жёсткость). Коэффициент 
4  

показывает, что они быстро растут с 
увеличением безразмерного радиального 

волнового числа  . Это означает, что пластина 

оказывает сильное сопротивление малым 
пространственным деформациям (с большими 

 ); 

• W  – гидростатические силы (плавучесть), 

возникающие из-за прогиба пластины и 
вытеснения воды. Эти силы пропорциональны 
самому прогибу; 

• 
2

2
1

W

t

  
− 

  
 – силы инерции (собственная 

инерция льда + присоединённые массы воды), 

коэффициент 1
 

− 
 

 представляет собой 

безразмерную эффективную массу на единицу 
площади, соответствующую данной 
спектральной компоненте с волновым числом  

 : 

o при |
𝛼

𝜉̄
| ≪ 1 ⇒ 𝜉̄ ≫ 𝛼 ⇒ 𝜉 ≫

𝜌в

𝜌лℎ
 влияние 

собственной инерции льда больше влияния 
присоединённых масс воды; 

o при |
𝛼

𝜉̄
| ≫ 1 ⇒ 𝛼 ≫ 𝜉̄ ⇒ 𝜉 ≪

𝜌в

𝜌лℎ
 влияние 

присоединённых масс воды больше влияния 
собственной инерции льда; 

• 
4

P


 – внешняя приложенная ко льду нагрузка в 

безразмерном виде. Коэффициент 4   

является результатом приведения уравнения к 
безразмерному виду и выбора характерных 
параметров соответствующего вида. 
Теперь, определив характерные параметры, 

можем провести анализ наиболее значимых 
безразмерных переменных (23): 

• Безразмерная радиальная координата изгиба 
пластины 

cr r L= . Определяет положение 

точки на пластине в радиальном направлении 
относительно характерной длины изгиба. 

Возможные значения: 0r  . 0r =  

соответствует точке приложения нагрузки, 

1r   соответствуют расстоянию порядка 
характерной длины изгиба ледяной пластины, 

большие значения (например, 𝑟̄ ≫ 1) 

соответствуют областям вдали от нагрузки, где 
прогибы малы. 

• Безразмерное время  ct t T= . Определяет 

момент времени относительно масштаба 
динамических процессов в системе. Возможные 

значения: 0t  . 0t =  соответствует 

начальному моменту времени, 1t   

соответствует промежутку времени порядка 
характерного периода колебаний льда, 

большие значения (например, 𝑡̄ ≫ 1) в 

определённых случаях могут советовать 
квазистатическому или установившемуся 
режиму. 

• Безразмерное радиальное волновое число 

(безразмерный параметр Ханкеля) cL =  . Это 

мера скорости пространственного изменения 

прогиба w  по радиусу r , нормированная на 

характерную скорость пространственного 

изменения 
1

cL−
, присущую системе. Возможные 

значения: 0  . Согласно (10) все волновые 

числа (т.е. все моды от 0 до  ) вносят свой 
вклад в деформационную картину, т.е. 
решением является их суперпозиция, а прогиб 
ледяного покрова является результатом 
наложения деформаций в различных 
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пространственных масштабах. Тем не менее, 
мы можем оценить какие именно физические 
процессы доминируют при различных 

величинах  : 

o При малых   (𝜉̄ ≪ 1, т.е. 𝜉 ≪
1

𝐿𝑐
, длинные 

волны) силы упругости (член 
4W  уравнения 

(42)) малы по сравнению с 
гидростатическими силами сопротивления 

деформации упругого основания (член W  

уравнения  
(42)). В этом случае безразмерная 

эффективная масса 1
 

− 
 

 будет 

небольшой, следовательно, влияние 
присоединённых масс жидкости на процесс 
деформации при значительных масштабах 
прогибов льда велико. Это означает, что для 
плавных, крупномасштабных изгибов (с 
малыми волновыми числами) инерция воды, 
движущейся вместе со льдом, оказывает 
большее сопротивление движению, чем 
собственная инерция самого льда. 

o При значениях порядка характерного 

размера изгиба льда ( 1  , т.е.  

1 cL  ) члены уравнения, характеризующие 

силы упругости льда и гидростатические 
силы соизмеримы. Относительное 
доминирование инерции льда или 
присоединенной массы воды в этом 

диапазоне определяется значением  . 

Если 𝛼 ≪ 1, то при 1   инерция льда 

доминирует над присоединенной массой 

воды, а если 𝛼 ≫ 1 и 1  , наоборот. При 

1   оба инерционных эффекта 

соизмеримы. 

o При больших   (𝜉̄ ≫ 1, т.е. 𝜉 ≫
1

𝐿𝑐
, 

короткие волны) силы упругости 
доминируют, оказывая значительное 
сопротивление прогибу льда и коротким 
волновым возмущениям. Безразмерная 

эффективная масса 1
 

− 
 

 приближается к 

единице (собственные силы инерции льда), 
так как при малых модах влияние 
присоединённой массы жидкости 
уменьшается. Это означает, что для резких, 
мелкомасштабных деформаций (с 
большими волновыми числами) собственная 
инерция массы льда, ускоряющаяся при 
изгибе, важнее инерции воды, поскольку 
перетекание на таких масштабах менее 
эффективно вовлекает большие объемы 
воды в движение. 

• Величина безразмерного отношения масс воды 

и льда   позволяет определить вклад 

присоединённых масс воды в деформационную 

картину: при малых значениях   (большая 

толщина льда, высокая плотность) член, 

отвечающий за влияние присоединённых масс 
воды уменьшает свой вклад в инерционные 
силы в сравнении с собственной инерцией льда, 
а при больших значениях (тонкий лёд или лёд 
меньшей плотности) – наоборот. 
На практике для оценки влияния 

присоединённых масс воды на процесс изгиба льда 

неудобно использовать волновые числа  , так как 

реальные физические процессы происходит в 

пространстве r t− . Для предварительной оценки 

можно принять во внимание, что в интеграле 
обратного преобразования Ханкеля (который дает 
прогиб в обычном пространстве) наибольший вклад 

вносят те значения  , которые находятся вблизи  

1

cL−
. Это связано с тем, что именно на этом 

пространственном масштабе происходит 
характерное затухание статического прогиба и 
динамические эффекты также имеют характерные 
масштабы, связанные с 

cL  и 
cT . Не смотря на то, что 

поле прогибов льда под сосредоточенной нагрузкой 
"содержит" в себе все безразмерные волновые числа 

 , члены уравнения изгиба (упругость, 

гидростатическое давление, инерция льда, 
присоединённая масса воды) имеют разную 

зависимость от  . Эти зависимости действуют как 

"фильтр", определяя, какие пространственные 
масштабы (волновые числа) вносят наибольший 
вклад в результирующий прогиб. Таким образом, для 
оценки влияния присоединённых масс воды можно 
сравнить волновые числа, характерные для задачи 

(для случая сосредоточенной нагрузки это 
1

cL−
) и 

пороговое волновое число (
в лh  ), которое было 

получено при анализе члена 

2

2
1

W

t

  
− 

  
 

безразмерного уравнения (42). В этом случае, если: 

• 𝐿𝑐
−1 ≫

𝜌в

𝜌лℎ
 или 𝛼 ≪ 1, то в наиболее значимом 

диапазоне волновых чисел доминирует инерция 
льда; 

• 𝐿𝑐
−1 ≪

𝜌в

𝜌лℎ
 или 𝛼 ≫ 1, то в наиболее значимом 

диапазоне волновых чисел доминирует инерция 
присоединённых масс воды; 

• 
1

c в лL h−    , то в наиболее значимом диапазоне 

волновых чисел оба эффекта важны. 

Определим значения   по (39) для солёного и 

пресноводного льдов различных толщин, результат 
приведён на рис. 3. Из анализа полученных графиков 

видим, что значения   убывают на всём промежутке 

расчётных значений (т.к. 
1

4
лh
−

  ), что отражает 

увеличение вклада собственной инерции льда при 
изгибе с ростом его толщины. Тем не менее, для 

реальных толщин льда 𝛼 ≫ 1. Следовательно, в 

балансе сил инерция присоединённых масс воды 
всегда будет доминировать в наиболее значимых 
волновых числах, а собственной инерцией льда, 
особенно тонкого, можно пренебрегать в 
приближённых расчётах. 
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а)  б)  

Рис. 3 Зависимость значений параметра α от толщины льда для: а) – модельного льда малых толщин; б) – 
натурного льда 

3. Показатель динамического характера изгиба 
ледяного покрова  

При исследовании динамики ледяного покрова 
при поперечном нагружении, а также при анализе 
движения ледокольного судна в сплошных льдах 
очень важно правильно оценить режим нагружения 
ледяного покрова. При небольших скоростях его 
можно рассматривать как квазистатический, в этом 
случае можно воспользоваться решением более 
простого уравнения (31). Попробуем дать 
определение порогового значения скорости 
нагружения, опираясь на который можно сделать 
выводы о характере процесса. Для этого введём 
новый характерный параметр – характерную 
скорость динамической реакции льда: 

( )

( )

1
4

1
2

вc
c

c
л

D gL
v

T h


= =


  (43) 

Таким образом, режим нагружения 
определяется тем, насколько быстро происходит 
движение по сравнению с собственным временным 
масштабом системы. В рассматриваемой задаче 

прогиб льда в точке 0r =  происходит с постоянной 

скоростью 
constv , тогда: 

• при квазистатическом режиме нагружения 
инерционные силы (и собственная инерция 
льда, и инерция присоединённых масс воды) 
должны быть малы по сравнению с силами 
упругости и гидростатического давления. Это 
происходит, когда скорость нагружения 
значительно меньше характерной скорости 
системы. Если выполняется это условие, то 

динамические члены (с производными по 
времени) в безразмерном уравнении малы, и 
решение близко к статическому: 

𝑣𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑣𝑐
≪ 1  (44) 

• при динамическом режиме нагружения 
инерционные силы должны быть соизмеримы 
или превышать силы упругости и 
гидростатического давления. Это происходит, 
когда скорость нагружения сравнима или 
больше характерной скорости системы. В этом 
случае инерционные члены уравнения 
существенно влияют на прогиб и реакцию льда: 

1const

c

v

v
    (45) 

Определим значения характерной скорости (43) 
для морского и пресноводного льда различных 
толщин, результаты приведены на рис. 4. На обоих 
графиках отчетливо видно, что характерная скорость 
изгиба увеличивается с ростом толщины льда 

( )
1

4
c лv h . Это означает, что в более толстом льду 

возмущения, связанные с изгибом, 
распространяются быстрее, и динамические 
эффекты становятся значимыми при более высоких 
скоростях деформации по сравнению с тонким 
льдом. Однако, зависимость имеет степень 1/4, что 
говорит о замедлении роста скорости при 
увеличении толщины. Начальный рост скорости в 
диапазоне тонкого льда более резкий в абсолютных 
значениях, чем при переходе от среднего к толстому 
льду. 

а) б)  

Рис. 4 Характерная скорость изгиба: а) – модельного льда малых толщин; б) – натурного льда 

Полученные значения характерной скорости 
изгиба льда довольно велики по сравнению со 
скоростями, типичными для ледокольных судов. Тем 
не менее, стоит иметь ввиду, что значения 

характерной скорости на рис. 4 иллюстрируют 
ситуацию, когда режим изгиба льда совершенно 
точно можно считать динамическим. Условие 
квазистатичности (44) требует, чтобы скорость 
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нагружения льда была много меньшей, чем 
cv  и, 

таким образом, диапазон скоростей 0 const cv v   

будет соответствовать переходному режиму. 
Установление более конкретных значений скорости 
нагружения, когда пренебрежение динамическими 
членами уравнения (15) даст ошибку в допустимых 
пределах невозможно без его точного решения, 
получение которого встречает значительные 
трудности. Таким образом, установление конкретных 
практически значимых величин критерия 
квазистатического изгиба льда требует проведения 
экспериментальных исследований. 

4. Интерпретация распределённого нагружения 
ледяного покрова сосредоточенной нагрузкой 

Одним из наиболее важных вопросов, которые 
возникают при проведении экспериментальных 

исследований процесса деформации ледяного 
покрова под поперечной нагрузкой является вопрос о 
влиянии площади распределённый нагрузки. В 
уравнении (22) фигурирует сосредоточенное усилие, 
т.е. нагрузка, распределённая по бесконечно малой 
площади. В реальности же площадка 
экспериментальной установки, осуществляющая 
давление на лёд, имеет конечные размеры. Для 
выявления критерия, по которому можно было бы 
сделать вывод о необходимости учёта площади 
распределения нагрузки, рассмотрим спектральное 
уравнение динамического изгиба бесконечной 
ледяной пластинки, покоящейся на идеальной 
несжимаемой жидкости. Его левая часть будет такая 
же, как в уравнении (22) для сосредоточенного 
усилия: 

( )
( )

( )
( )

( )
2 2

4

2 2

, ,
, , ,в

в

W t W t
D W t m gW t Q t

t t

   
  + +   − = 

  
    (46)

где ( ),Q t  – спектральное распределение нагрузки 

( ),q r t  по волновым числам: 

( ) ( ) ( )0
0

, ,Q t rJ r q r t dr


 =   (47) 

В данной задаче интерес представляет 
нагрузка, распределённая по площади круга 

радиусом R  с центром в начале координат: 

( ) ( )0,q r t q t=  для 0 r R   и ( ), 0q r t =  для 

r R , тогда: 

( ) ( ) ( )0 0
0

,
R

Q t q t rJ r dr =    (48) 

Используя интегральное свойство функций 

Бесселя  ( ) ( )0 1zJ z dz zJ z=  и подстановку z r=  , 

( )dz d r=  , получим: ( ) ( ) ( )0 02

1
rJ r dr rJ r d r =    =

 

( )1

r
J r= 


. Вычисление определённого интеграла 

даёт: ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1
0 0

0

lim

R
R

r

r R r
rJ r dr J r J R J r

→
 =  =  − 

   . 

Известно, что при малых z  функция ( )1 2J z z  [18], 

получим: ( )
2

1
0 0

lim lim 0
2r r

r r
J r

→ →
 = =


. Принимая во 

внимание, что ( )
( )

0 2

P t
q t

R
=


, получим вид 

преобразования Ханкеля распределённой нагрузки и 
уравнения изгиба в целом: 

( )
( )

( )1,
P t

Q t J R
R

 = 
 

           (49) 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
2 2

4

12 2

, ,
, , в

в

W t W t P t
D W t m gW t J R

t t R

   
  + +   − = 

    
   (50) 

Введём в это уравнение безразмерные 
переменные и характерные масштабы (23), добавив 
к ним безразмерный радиус распределённой 
нагрузки: 

c

R
R

L
=    (51) 

Выполним аналогичные (27) действия, в 
результате получим уравнение в безразмерном 
виде: 

( )
( )

( )
( )

( )
2

4

12

, 8
, 1 ,

W t P t
W t W t J R

t R

  
  + − +  =  

   
         (52) 

 

Если распределённая нагрузка (49) мала, то 
решение уравнения (52) должно приближаться к (42). 
Левые части этих уравнений одинаковы, 
следовательно, правая часть (42), представляющая 
собой математическую запись действующей на лёд 
сосредоточенной нагрузки, будет стремиться 
аппроксимировать правую часть (52): 

( )1

8 4P
J R P

R
 

 
        (53) 

или 

( )1
2

R
J R


        (54) 

Значения R , при которых точность этой 

аппроксимации окажется приемлемой, и будут 
являться критерием малости площади 
распределения нагрузки. Полученное выражение 
(54) представляет собой свойство функции Бесселя 

( )1 2J z z  [18], которое выполняется при малых 
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z R=   (получено из её разложения в ряд). Однако, 

  – переменная интегрирования в пространстве 

Ханкеля, которая принимает все значения от 0 до 

бесконечности. Тем не менее, не все значения   

носят одинаковый вклад в решение уравнения; как 
уже ранее обсуждалось, наиболее значимыми 

являются те значения  , где отклик системы 

наибольший. Для сосредоточенной нагрузки, 
наиболее значимый вклад приходится на волновые 
числа порядка обратной характерной длины изгиба, 

то есть 1  . В результате мы получаем следующий 

вид критерия: 

𝑅̄ ≪ 1 или 𝑅 ≪ 𝐿𝑐        (55) 

Таким образом для того, чтобы считать 
распределённую нагрузку сосредоточенной 
необходимо, чтобы её радиус был намного меньше 
характерной длины изгиба ледяной пластины. 

На практике при проведении 
экспериментальных исследований деформации 
ледяного покрова поперечной нагрузкой 
технологически может быть достаточно сложно 

обеспечить равномерное распределение нагрузки по 
некоторой площади. Для площадки, с помощью 
которой производится нагружение льда, часто 
выбирают такие материалы, как дерево или 
пластмассы. Их жёсткость достаточно высока, и 
схема нагружения льда в данном случае 
представляет собой нагрузку, распределённую по 

окружности радиусом R : 

( )
( )

( ),
2

P t
q r t r R

R
=  −


  (56) 

где ( )r R −  – дельта-функция Дирака; ( )P t  – 

равнодействующая распределённой нагрузки. 
Найдём преобразование Ханкеля нулевого 

порядка (9) от этой распределённой нагрузки: 

( ) ( )
( )

( )0
0

,
2

P t
Q t rJ r r R dr

R



 =   −
          (57) 

Используя свойство дельта-функции 

( ) ( ) ( )
0

f r r R dr f R


 − =  при 0R  , получим: 

( )
( )

( )0,
2

P t
Q t J R = 


  (58) 

Спектральное уравнение изгиба: 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
2 2

4

02 2

, ,
, ,

2

в
в

W t W t P t
D W t m gW t J R

t t

   
  + +   − = 

   
   (59)

Введём в это уравнение безразмерные 
переменные и характерные масштабы (23) и  

(51), выполним преобразования, аналогичные (52), 
получим: 

( )
( )

( ) ( ) ( )
2

4

02

, 4
, 1 ,

W t
W t W t P t J R

t

  
  + − +  =  

   
        (60)

Аналогично (53), критерием, показывающим, что 
можно пренебречь размерами площадки нагружения 
и считать нагрузку сосредоточенной, будут являться 
значения безразмерных параметров, позволяющие 
наилучшим образом аппроксимировать правой 
частью уравнения (42) правую часть уравнения (60): 

( )0

4 4
PJ R P 

 
         (61) 

или 

( )0 1J R        (62) 

Данное выражение представляет собой 
свойство функции Бесселя нулевого порядка [18], 
известное из её разложения в ряд и проявляющееся 

при малых R . Видим, что критерий малости 

радиуса нагрузки, распределённой по длине 
окружности совпадает с аналогичным для случая 
нагрузки, распределённой по площади круга (55). 

Построим график, иллюстрирующий 
погрешность, возникающую при попытке представить 
распределённую по кругу или по окружности нагрузку 
в виде сосредоточенного усилия (рис. 5). 

 
Рис. 5 Погрешность представления нагрузки, распределённой по площади круга и по длине окружности, 

сосредоточенным усилием 
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Представленный график показывает 
процентную ошибку аппроксимации 
сосредоточенной нагрузкой распределённой 
нагрузки в зависимости от безразмерного радиуса 

cR R L=  при 1 = . Горизонтальная пунктирная 

линия соответствует 2% ошибке аппроксимации. Из 
графика видно: для того, чтобы пренебречь 
площадью распределения нагрузки с погрешностью 

менее 2% необходимо, чтобы радиус R  
распределённой нагрузки составил менее 40,1% 
характерного размера изгиба льда 

cL  для нагрузки, 

распределённой по площади круга, и менее 28,4% 
для нагрузки, распределённой по длине окружности. 

Этот анализ проведен при фиксированном 

значении безразмерного волнового числа 1 = . В 

реальности в решении присутствуют все волновые 
числа, и их вклад оценивается функцией отклика 

системы. Однако, 1 =  является хорошим 

приближением для предварительного анализа, 
поскольку оно соответствует масштабу, 
определяемому характерной длиной изгиба 

cL , 

который доминирует в отклике на сосредоточенную 
нагрузку. 

Заключение 

На основе проведенного анализа безразмерного 
спектрального уравнения динамического изгиба 
ледяного покрова под действием сосредоточенной 
нагрузки, можно сформулировать следующие 
выводы. 

Определены ключевые характерные масштабы 
задачи: характерная длина изгиба льда 

cL , 

характеризующая масштабность деформации; 
характерное время 

cT , отражающее время 

собственных колебаний льда на гидростатическом 
основании; характерный прогиб 

cw  и характерная 

сила 
cP . На основе этих масштабов сформированы 

безразмерные параметры изгиба. 
Анализ коэффициентов уравнения позволил 

детально исследовать вклад различных сил в 
процесс деформации ледяного покрова. Показано, 
что упругие силы доминируют на коротких волнах в 

форме функций Бесселя (больших волновых 
числах), в то время как инерционные эффекты 
становятся более значимыми на длинных волнах 
(малых волновых числах). Выполнен анализ влияния 
присоединенных масс воды. Установлено, что в 
балансе сил инерция воды доминирует над 
собственной инерцией льда в наиболее значимом 
диапазоне волновых чисел, особенно для тонкого 
льда. Вклад присоединенных масс воды оценивается 

безразмерным параметром  . 

Определен показатель динамического 
характера изгиба ледяного покрова – характерная 
скорость динамической реакции льда 

cv . Эта 

скорость служит критерием для оценки режима 
нагружения: при скоростях намного меньше 

cv  

режим можно считать квазистатическим, а при 
скоростях, сравнимых или превышающих 

cv  

проявляются динамические эффекты. Значения 
характерной скорости увеличиваются с ростом 
толщины льда, хотя и с замедлением. Отмечено, что 
для установления точных критериев перехода между 
режимами требуются экспериментальные 
исследования. 

Также установлен критерий, позволяющий 
представить распределенную по конечной площади 
нагрузку в виде сосредоточенной силы. Показано, 
что для пренебрежения площадью распределения 
нагрузки с погрешностью менее 2% радиус 
распределенной нагрузки должен составлять менее 
40,1% характерной длины изгиба для нагрузки, 
распределенной по площади круга, и менее 28,4% 
для нагрузки, распределенной по длине окружности, 
при аппроксимации, ориентированной на наиболее 
значимое волновое число 1 cL  . 

Полученные безразмерные параметры и 
критерии имеют прямое практическое значение для 
планирования и интерпретации натурных и 
модельных экспериментов при исследовании 
процесса разрушения ледяного покрова судами. Они 
позволяют обобщить результаты исследований, 
полученные при различных характеристиках льда и 
условиях эксперимента, и применимы для анализа 
процессов деформации льда в различных 
пространственных и временных масштабах. 
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